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КЛАССЫ ТОЧЕК КОМПАКТИФИКАЦИЙ ДИСКРЕТНЫХ ПРОСТРАНСТВ
Рассматривается компактификация одного счётного дискретного пространства. Эта компактификация строит-
ся как пространство Стоуна некоторой булевой алгебры. Получены следующие результаты: выделены классы
точек нароста этого пространства, найдены зависимости в замыканиях счётных подмножеств этих классов, а
также показано существование в наросте подмножеств, замыкания которых гомеоморфны минимальному (одно-
точечному) компактному расширению счётного дискретного пространства, и подмножеств, замыкания которых
гомеоморфны пространству Стоуна–Чеха. Рассмотрены другие свойства этого пространства.
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Введение
Бикомпактным расширением или компактификацией топологического пространства X на-
зывается бикомпактное пространство Y , содержащее X в качестве всюду плотного подмно-
жества. Особое место в теории бикомпактных расширений занимают расширения дискретных
пространств, и прежде всего стоун – чеховское бикомпактное расширение βω счётного дискрет-
ного пространства ω.
Одной из главных проблем, которые изучаются в теории бикомпактных расширений явля-
ется отыскание свойств расширений, позволяющих выделить различные типы его точек, что
определяет степень неоднородности расширения. Первым результатом в этом направлении для
пространства βω является теорема У.Рудина [6] о существовании, в предположении континуум-
гипотезы, p-точек нароста ω∗ = βω \ω расширения βω. Точка x называется p-точкой простран-
стваX, если x ∈ Int
∞⋂
i=1
Oxi для всякого счётного семейства окрестностей {Oxi}
∞
i=1 точки x. После
того, как С.Шелах [7] показал невозможность «наивного» доказательства существования p-
точек в ω∗, начался поиск точек, близких по свойствам к p-точкам. Так, К.Кунен [8] доказал
существование слабых p-точек в пространстве ω∗, то есть точек, не являющихся предельными
ни для какого счётного подмножества ω∗. А. Грызлов [9] доказал существование 0-точек в ω∗,
характеризующихся тем, что при любой нумерации точек ω у 0-точки, как ультрафильтра на ω,
найдётся элемент плотности 0.
З.Фролик в работах [10, 11], М.Е.Рудин [12, 13], Я. ван Милл [14], К.Кунен [15] и А. Гры-
злов [16] изучали различные частичные порядки на множестве βω \ ω, ими были выделены и
изучены несравнимые в различных порядках точки этого пространства. М.Белл в работе [17]
построил бикомпактное расширение счётного дискретного пространства, нарост которого несе-
парабелен, но обладает счётным числом Суслина. Вопрос о существовании такого расширения
был поставлен Я. ван Миллом в [18].
Компактификация Белла позволила решить ряд важных вопросов теории бикомпактных
расширений счётных дискретных пространств. Я. ван Милл [19, 20] и А. Грызлов [21, 22] по-
лучили несколько новых типов точек в классе слабых p-точек, являющихся предельными для
различных подмножеств ω∗ со счётным числом Суслина.
Поскольку расширение Белла стало важной частью теории бикомпактных расширений, воз-
никла необходимость в более детальном его изучении. Компактификация BN была построена
М.Беллом как пространство Стоуна некоторой булевой алгебры, состоящей из подмножеств
частично упорядоченного множества N . Свойства расширения BN , доказанные М.Беллом,
являются следствием существования базы пространства BN , представляющей собой объеди-
нением счётного числа 2-сцепленных семейств.
Первой задачей, рассматриваемой в работе, является построение базы пространства BN ,
которая и сама, и семейство дополнений до её элементов, являются счётным объединением n-
сцепленных семейств. Такая база объединяет свойства компактификации BN , полученные
М.Беллом в [17] и А. Грызловым в [21].
Основной проблемой, как и в случае других бикомпактных расширений, является поиск
различных типов точек компактификации BN и изучение свойств этих точек.
В связи с этим возникли следующие вопросы:
1. Что из себя представляет замыкания различных счётных подмножеств N , в частности,
цепей и антицепей?
2. Каковы свойства и характеристики точек, лежащих в замыканиях подмножеств N раз-
личного вида?
Поскольку булева алгебра B расширения Белла порождена семейством, состоящим из двух
подсемейств множеств различного типа, возникают вопросы:
1. Существует ли в BN \ N точки, то есть ультрафильтры на B, обладающие базами, со-
стоящими из множеств только одного из подсемейств?
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2. Замыканию каких подсемейств (цепей, антицепей) множеств N принадлежат эти точки?
3. Каковы характеристики и свойства этих точек?
4. Существуют ли в наросте BN \N копии расширения βω и сходящиеся последовательно-
сти, состоящие из точек различных типов?
Решению этих вопросов и посвящена настоящая работа.
§ 1. Краткое содержание работы
Первый раздел работы посвящен решению вопросов, связанных с конструкцией расшире-
ния Белла, и доказательству ряда теорем, используемых в дальнейшем. Результаты раздела
опубликованы в [23, 24].
В первом параграфе описывается конструкция расширения Белла как пространства Стоуна
некоторой булевой алгебры и доказываются факты и свойства этого расширения. Одной из за-
дач здесь являлось отыскание и описание новой базы, удобной для работы с пространством BN .
Эта база описана в теореме 1.1. В этом же параграфе доказывается теорема, объединяющая
результаты М.Белла [17] и А. Грызлова [21].
Теорема 1.4.
1. Пусть n ∈ ω и s ∈ N такие, что dom s > n. Тогда для Γ(s) справедливы следующие
утверждения:
a) Γ(s)— n-сцепленное семейство;
b) семейство дополнений до элементов семейства Γ(s)— n-сцепленное семейство;
c) для всякого счётного множества точек
{
pi : i ∈ ω
}
⊆ BN \ N найдётся множе-
ство U ∈ Γ(s) такое, что
{
pi : i ∈ ω
}
⊆ [U ].
2. Для всякого n ∈ ω семейство Γn =
{
[U ] \N : U ∈ ∪
{
Γ(s) : dom s > n
}}
является базой
пространства BN \N .
Второй параграф этого раздела посвящён изучению замыкания счётных подмножеств из N .
Главным результатом здесь являются теоремы, показывающие, насколько разными могут быть
замыкания подмножеств из N .
Теорема 1.5. Пусть π(M)— строгая антицепь, |M | = ω и X =
{
xi : i ∈ M
}
такое,
что xi ∈ [Cπ(i)]. Тогда [X] гомеоморфно βω.
Теорема 1.7. Пусть A =
{
si : i ∈ ω
}
— бесконечная цепь из N . Тогда A является сходящей-
ся последовательностью в BN .
Таким образом, в пространстве BN есть подпространства и гомеоморфные максимальной
компактификации βω, и гомеоморфные минимальному, одноточечному расширению простран-
ства ω. Следующая теорема показывает, насколько «много» таких подпространств в простран-
стве BN .
Теорема 1.8. Пусть
Q =
{
x : x—предел сходящейся последовательности точек N
}
,
µ =
{
A∗ : A ⊆ N, [A] гомеоморфно βω
}
.
Тогда Q всюду плотно и µ образует π-сеть в BN \N .
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Дальнейшие задачи в изучении пространства BN связаны с изучением точек BN как раз-
личных ультрафильтров булевой алгебры B. Разработке технических вопросов построения та-
ких ультрафильтров посвящён параграф 3 этой главы. Здесь доказывается ряд утверждений,
связанных с понятием центрированных систем в семействах множеств из булевой алгебры B.
Второй раздел содержит основные результаты работы. Результаты раздела опубликованы
в [24–28].
Булева алгебра B, определяющая пространство BN , порождена семейством, состоящим из
двух подсемейств множеств различного типа.
С другой стороны, как показано в первом разделе, в BN \ N существуют точки, явля-
ющиеся ультрафильтрами на некоторых счётных подмножествах (предельные точки строгих
антицепей), и точки, являющиеся пределами некоторых последовательностей (цепей) из N .
Отсюда, одной из основных задач, решаемых в данной работе являлось выделение различ-
ных классов точек нароста расширения BN и изучение их свойств.
В первом параграфе второго раздела получены классы так называемых ℓ- и u-точек.
Теорема 2.1. Если ξ = {G}—максимальная центрированная система в семействе
ML =
{
G = N \
⋃
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
,
то
∣∣∩{G∗ : G ∈ ξ }∣∣ = 1.
Определение 2.1. Точку x ∈ BN \N назовём ℓ-точкой, если
x ∈ ∩
{
G∗ : G ∈ ξ
}
для некоторой максимальной центрированной системы ξ = {G} в семействе множеств ML.
Теорема 2.3. Если ξ = {Cπ|M}—максимальная центрированная система в семействе
MU =
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
,
то
∣∣∩{C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}∣∣ = 1.
Определение 2.2. Точку x ∈ BN \N назовём u-точкой, если
x = ∩
{
C∗π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
для некоторой максимальной центрированной системы ξ = {Cπ|M} в семействе множеств MU .
Следующая теорема даёт характеристики ℓ-точек в различных терминах.
Теорема 2.2. Для точки x ∈ BN \N следующие утверждения эквивалентны:
(a) точка x есть предел некоторой цепи { sk : k ∈ ω } элементов N ;
(b) из того, что x ∈ [Cπ|M ] для некоторых π ∈ T и M ⊆ ω следует, что существует i ∈M
такое, что x ∈ [Cπ(i)];
(c) точка x имеет базу открыто-замкнутых окрестностей вида[
N \
⋃
i6n
Cπi
]
,
другими словами, x— ℓ-точка.
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Совокупность всех ℓ-точек обозначим через L. Совокупность u-точек обозначим через U.
Классы L и U не пересекаются вследствие теоремы 2.2. А следующая теорема показывает, что
существуют точки не являющиеся ни ℓ-, ни u-точками.
Теорема 2.5. Пусть
{
si : i ∈ ω
}
— антицепь в N , xi ∈ Csi — ℓ-точка и X =
{
xi : i ∈ ω
}
.
Тогда [X]\X гомеоморфно βω\ω и состоит из точек, не являющихся ни ℓ-точками, ни u-точ-
ками.
Второй параграф раздела 2 посвящён точкам, являющимся предельными для строгих ан-
тицепей. Прежде всего, дано описание этих точек в терминах центрированных систем, которое
оказалось похожим на описание ℓ-точек, при этом предельные точки строгих антицепей яв-
ляются ультрафильтрами на этих антицепях, а ℓ-точки есть пределы цепей, рассматриваемых
как последовательности.
Теорема 3.1. Пусть множество Cπ|M — приведённое и |M | = ω. Если ξ = {G}—максималь-
ная π|M -центрированная система для Cπ|M , то∣∣∩{G∗ : G ∈ ξ }∣∣ = 1.
Определение 3.2. Пусть η = {G}—максимальная π|M -центрированная система для некото-
рого множества Cπ|M . Точку
x = ∩
{
G∗ : G ∈ η
}
будем называть ℓπ|M -точкой для Cπ|M .
Здесь же доказывается теорема, дающая характеристику ℓπ|M -точек.
Теорема 3.2. Пусть множество Cπ|M — приведённое и |M | = ω. Тогда
[π(M)] \ π(M) =
{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
.
Совокупность всех ℓπ|M -точек для всевозможных строгих антицепей π(M) обозначим че-
рез D.
Теорема 3.6. В наросте BN \ N пространства Белла есть точки, не лежащие в множе-
стве L ∪U ∪D. Множества L, U и D не пересекаются.
Третий параграф посвящён проблеме — что из себя представляют замыкания счётных под-
множеств из BN \N . Подобные вопросы являются классическими при исследовании различных
бикомпактных расширений.
В первом разделе показано (теорема 1.6), что существуют счётные дискретные подмноже-
ства в BN \N , замыкания которых гомеоморфны βω. Причём из теорем 1.6 и 1.8 следует, что
такие подмножества могут состоять целиком как из ℓ-, так и из ℓπ|M -точек. Оказывается, что
замыкание счётных дискретных подмножеств состоящих из u-точек всегда гомеоморфно βω.
Теорема 4.1. Если F ⊆ BN \ N — счётное дискретное множество u-точек, то [F ] гомео-
морфно βN .
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В первом разделе (теорема 1.7) было показано, что цепь
{
si : i ∈ ω
}
⊆ N является сходя-
щейся последовательностью в BN . Возникает вопрос, есть ли сходящаяся последовательность
в наросте BN \N . Как показано выше (теорема 4.1), u-точки не годятся для построения такой
последовательности. То же относится и к ℓ-точкам.
Теорема 4.2. Пусть A =
{
xi : xi ∈ Ffi , i ∈ ω
}
⊆ BN \N такое, что fi 6= fj (i 6= j). Тогда
найдётся A′ ⊆ A такое, что [A′] гомеоморфно βω.
Отсюда непосредственно следует, что из любого бесконечного множества ℓ-точек можно выде-
лить подмножество, замыкание которого гомеоморфно βω.
Ответ на вопрос о существовании сходящейся последовательности в наросте пространства
Белла даёт пример 4.1, где построена сходящаяся последовательность, состоящая из ℓπ|M -то-
чек.
§ 2. Предварительные результаты
Большинство обозначений и терминов этой работы взяты из книг Р.Энгелькинга [29] и А.В.Ар-
хангельского, В.И.Пономарёва [30].
Обозначения
Для пространства X будем обозначать:
w(X)—вес пространства X;
c(X)—число Суслина;
s(X)— спред (наследственное число Суслина) пространства X;
t(X)— теснота пространства X.
Более подробно о кардинальных инвариантах см. [31]. Также воспользуемся стандартным обо-
значением:
expX —множество всех подмножеств X.
Для множества A ⊆ X:
|A|—мощность множества A;
[A]— замыкание множества A в пространстве X;
A∗ = [A] \ A.
Через ω обозначается вполне упорядоченное множество
{
0, 1, 2, . . .
}
неотрицательных це-
лых чисел, а также мощность этого множества. Множество, имеющее мощность ω, называет-
ся счётным. Через n обозначаем в зависимости от контекста и натуральное число, и множе-
ство
{
i ∈ ω : i < n
}
.
Определения
В работе используется понятие пространства Стоуна булевой алгебры. Основные сведения,
связанные с ним, можно найти в книге Сикорского [32]. Мы будем рассматривать булевы ал-
гебры A =
{
U ⊆ X
}
в множестве expX. Будем говорить, что подалгебра A булевой алгебры B
порождена семейством множеств A ⊆ B, если A—минимальная подалгебра алгебры B такая,
что A ⊆ A, или, другими словами, элементы из A получены путём применения конечного числа
операций пересечения, объединения и дополнения к элементам A.
О п р е д е л е н и е 0.1. Семейство ξ непустых элементов булевой алгебры A называет-
ся фильтром, если выполнены следующие условия:
(1) если A,B ∈ ξ, то A ∩B ∈ ξ;
(2) если A ∈ ξ и A ⊆ B, то B ∈ ξ.
О п р е д е л е н и е 0.2. Ультрафильтром в булевой алгебре A будем называть такой
фильтр ξ ⊆ A, что он не содержится ни в одном другом фильтре в булевой алгебре A.
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Ультрафильтр — это максимальный фильтр. При этом каждый фильтр можно дополнить
до ультрафильтра. Понятие фильтра близко к понятию центрированной системы множеств.
Пространством Стоуна булевой алгебры A называется множество ультрафильтров в A с
топологией, задаваемой базой состоящей их открыто-замкнутых подмножеств UA следующего
вида: для A ∈ A, UA состоит из всех ультрафильтров ξ булевой алгебры A таких, что A ∈ ξ.
Пространство Стоуна является бикомпактным.
О п р е д е л е н и е 0.3. Пространство Y называется бикомпактным расширением или
компактификацией пространства X, если Y —бикомпакт и X гомеоморфно некоторому всюду
плотному подмножеству Y .
О п р е д е л е н и е 0.4. Бикомпактным расширением (компактификацией) Стоуна –
Чеха пространства X (обозначаем βX) будем называть максимальное бикомпактное расши-
рение пространства X, что означает, что для любого бикомпактного расширения bX простран-
ства X существует непрерывное отображение f : βX → bX, тождественное на X.
Напомним, что для расширения Стоуна –Чеха βω счётного дискретного пространства
1. w(βω) = w(βω \ ω) = 2ω;
2. c(βω \ ω) = 2ω;
3. t(βω) = 2ω;
4. |βω| = 22
ω
.
О п р е д е л е н и е 0.5 (см. [8]). Семейство λ = {Mα} будем называть n-сцепленным,
если для любого конечного набора
{
Mαi : i 6 n
}
⊆ λ следует
∣∣∩{Mαi : i 6 n}∣∣ > ω.
§ 1. Предварительные сведения и результаты
§ 1.1. Конструкция, свойства и базы расширения Белла
Рассмотрим построение расширения Белла [17].
Определим множество функций
P =
{
f ∈ ωω : 0 6 f(n) 6 n+ 1 для всех n ∈ ω
}
.
В качестве счётного дискретного пространства N возьмём множество всех сужений функций
множества P :
N =
{
f |n : f ∈ P, n ⊆ ω
}
.
Определим множество
T =
{
π ∈ Nω : domπ(n) = n+ 1 для всех n ∈ ω
}
.
Для каждой точки s ∈ N пусть Cs =
{
t ∈ N : t|dom s = s
}
. Для каждого π ∈ T обозначим
Cπ = ∪
{
Cπ(n) : n ∈ ω
}
.
Обозначим через B булеву алгебру, порождённую семейством
B′ =
{
Cπ : π ∈ T
}
∪
{
N \ Cπ : π ∈ T
}
.
Положим B′′ =
{
U ∈ B : |U | = ω
}
. Определим пространство BN как пространство Стоу-
на булевой алгебры B. Построение компактификации как пространства Стоуна булевой ал-
гебры является довольно распространённым. Так, например, пространство βω можно рас-
сматривать как пространство Стоуна булевой алгебры expω, а одноточечное александров-
ское расширение ω—как пространство Стоуна булевой алгебры, порождённой семейством мно-
жеств
{
ω \K : K ⊆ ω, |K| < ω
}
.
П р е д л о ж е н и е 1.1. Для всякого s ∈ N , Cs и {s} являются элементами булевой
алгебры B.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s ∈ N . Докажем, что Cs ∈ B и {s} ∈ B. Постро-
им π0, π1 ∈ T следующим образом: рассмотрим f0, f1 ∈ P такие, что fi ≡ i (i = 0, 1). Определим
πi(n) =
{
fi|n+1, для n 6= dom s− 1,
s, для n = dom s− 1,
i = 0, 1.
Так как f0 и f1 различны, то, очевидно, ни одно продолжение π0(n) не может являться про-
должением никакого π1(m) для n,m ∈ ω, n 6= dom s− 1, m 6= dom s− 1. Таким образом, пересе-
чение Cπ0 ∩Cπ1 состоит из элемента π0(dom s− 1) = π1(dom s− 1) = s и всех его продолжений,
то есть
Cπ0 ∩ Cπ1 = Cs.
Таким образом, Cs ∈ B.
Пусть s ∈ N . Рассмотрим конечное множество L = {tj} всех продолжений s на множе-
ство dom s + 1. По доказанному, Cs и Ctj (tj ∈ L) являются элементами булевой алгебры B.
Но {s} = Cs \ ∪
{
Ctj : tj ∈ L
}
и, следовательно, {s} ∈ B. 
П р е д л о ж е н и е 1.2. Для всякой точки x ∈ BN семейство{[( ⋂
i6n
Cπi
)
∩
( ⋂
j6m
N \ Cπ′j
)]
: n,m ∈ ω, πi, πj ∈ T, i 6 n, j 6 m
}
есть база в точке x.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ UA ⊆ BN . Точка x является ультрафильтром, со-
стоящим из элементов булевой алгебры B. Каждый элемент A булевой алгебры B представим
в виде
A = (A0,0 ∩ . . . ∩A0,r0) ∪ (A1,0 ∩ . . . ∩A1,r1) ∪ . . . ∪ (Ak,0 ∩ . . . ∩Ak,rk),
где Aj,i ∈ B
′ для всех i 6 rj, j 6 k. Значит, найдётся j 6 k такое, что Aj,0 ∩ . . . ∩ Aj,rj есть
элемент ультрафильтра x и, следовательно,
x ∈ [(Aj,0 ∩ . . . ∩Aj,rj)] ⊆ [A] = UA.

Докажем ещё несколько утверждений, необходимых для дальнейшего исследования этого
пространства.
П р е д л о ж е н и е 1.3. Если U, V ⊆ N , V — элемент булевой алгебры и U ∩ V = ∅,
тогда [U ] ∩ [V ] = ∅.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как U, V ⊆ N , то U ∩ [V ] = ∅. Так как V — элемент булевой
алгебры, то [V ]— открыто-замкнутое множество, значит BN \ [V ] также является открыто-
замкнутым множеством, отсюда [U ] ⊆ BN \ [V ] и, следовательно, [U ] ∩ [V ] = ∅. 
П р е д л о ж е н и е 1.4. Если U, V ⊆ N и V — элемент булевой алгебры, тогда
[U ∩ V ] = [U ] ∩ [V ].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, U = (U ∩ V ) ∪ (U \ V ) и мы имеем, учитывая
предыдущее предложение,
[U ] ∩ [V ] = ([U ∩ V ] ∪ [U \ V ]) ∩ [V ] =
= ([U ∩ V ] ∩ [V ]) ∪ ([U \ V ] ∩ [V ]) = [U ∩ V ] ∩ [V ] = [U ∩ V ].

П р е д л о ж е н и е 1.5. Для любого открыто-замкнутого U ⊆ BN \N найдётся V ⊆N
такое, что [V ] ∩ (BN \N) = U .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как U — открытое множество, то для каждой точки x ∈ U
найдётся окрестность Ox = [Vx] (Vx ∈ B) такая, что Ox ∩ (BN \ N) ⊆ U . Таким образом,
семейство
λ =
{
Ox ∩ (BN \N) : x ∈ U
}
является открытым покрытием множества U . С другой стороны, так как U — замкнутое под-
множество бикомпактного пространства BN \ N , можно выделить конечное подпокрытие λ′
покрытия λ
λ′ =
{
Oxi ∩ (BN \N) : i 6 n
}
.
Таким образом, U = ∪
{
[Vxi ] : i 6 n
}
∩ (BN \ N) =
[
∪
{
Vxi : i 6 n
}]
∩ (BN \ N). Множе-
ство V = ∪
{
Vxi : i 6 n
}
есть элемент B и U = [V ] ∩BN \N . 
Нам требовалось построить более простую и удобную для работы базу, чем база, предло-
женная М.Беллом. Для π ∈ T и M ⊆ ω обозначим
Cπ|M = ∪
{
Cπ(n) : n ∈M
}
.
Л е м м а 1.1. Cπ|M — элемент алгебры B.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим
M0 =
{
n ∈M : π(n)(0) = 0
}
, M1 =
{
n ∈M : π(n)(0) = 1
}
.
Заметим, что M0 ∩M1 = ∅ и M0 ∪M1 = M .
Пусть f0 ∈ P —функция, тождественно равная нулю (f0(n) = 0 для всех n ∈ ω), а f1 ∈ P —
функция, тождественно равная единице (f1(n) = 1 для всех n ∈ ω). Определим π0, π1 ∈ T
следующим образом:
π0(n) =
{
π(n), если n ∈M0;
f1|n+1, в ином случае,
π1(n) =
{
π(n), если n ∈M1;
f0|n+1, в ином случае.
Определим
C0 =
{
s ∈ N : s(0) = 0
}
, C1 =
{
s ∈ N : s(0) = 1
}
,
тогда C0, C1, Cπ0 , Cπ1 ∈ B. Легко видеть, что Cπ|M = (Cπ0 ∩ C0) ∪ (Cπ1 ∩ C1). 
Л е м м а 1.2. Для семейства
{
Cπi|Mi : i 6 n
}
(n ∈ ω) справедливо следующее утвер-
ждение: ⋂
i6n
Cπi|Mi =
⋃
i6n
Cπi|M ′i для некоторых M
′
i ⊆Mi (i 6 n).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение для n = 1. Построим множества M ′0
и M ′1 такие, что
Cπ0|M0 ∩ Cπ1|M1 = Cπ0|M ′0 ∪Cπ1|M ′1 .
Определим
M ′0 =
{
k ∈M0 : π0(k) ∈ Cπ1|M1
}
, M ′1 =
{
k ∈M1 : π1(k) ∈ Cπ0|M0
}
.
Заметим, что для любых s и t из N множество Cs либо содержит Ct, либо содержится в Ct
(в частности, они могут быть равны), либо эти множества не пересекаются. Отсюда следует,
что
Cπ0|M ′0 ∪ Cπ1|M ′1 = Cπ0|M0 ∩Cπ1|M1 .
Далее, используя индукцию, предположим, что
⋂
i6n
Cπi|Mi =
⋃
i6n
Cπi|M ′i . Тогда( ⋂
i6n
Cπi|Mi
)
∩ Cπn+1|Mn+1 =
( ⋃
i6n
Cπi|M ′i
)
∩ Cπn+1|Mn+1 =
=
⋃
i6n
(Cπi|M ′i ∩Cπn+1|Mn+1) =
⋃
i6n
(Cπi|M ′′i ∪ Cπn+1|M in+1
) =
⋃
i6n+1
Cπi|M ′′i ,
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где M ′′n+1 =
⋃
i6n
M in+1. 
С л е д с т в и е 1.1. Пусть x ∈ BN\N и x ∈
[ ⋂
i6n
Cπi|Mi
]
. Тогда найдутся πi0 иM
′
i0
⊆Mi0
такие, что x ∈ [Cπi0 |M
′
i0
] ⊆
[ ⋂
i6n
Cπi|Mi
]
.
Определим
Γ =
{
Cπ|M \
⋃
i6n
Cπi : π, πi ∈ T, i 6 n, n ∈ ω, M ⊆ ω
}
.
Теперь по лемме 1.1 и следствию 1.1 мы получаем следующее утверждение.
Т е о р е м а 1.1. Семейство B˜ =
{
U∗ : U ∈ Γ, |U | = ω
}
является базой простран-
ства BN \N .
Пусть n ∈ ω, s ∈ N такие, что dom s > n. Определим
Γ(s) =
{
Cπ|M \
⋃
i6m
Cπi : π(minM) = s, s /∈
⋃
i6m
Cπi , (m+ 1)(n + 1) < dom s+ 1
}
.
М.Беллом было показано [17], что имеет место следующее утверждение.
Т е о р е м а 1.2. Семейство B′′ представимо в виде счётного объединения 2-сцепленных
семейств.
Из этой теоремы непосредственно вытекает
С л е д с т в и е 1.2. Пространство BN \N удовлетворяет условию Суслина, но несепа-
рабельно.
А.Грызловым в [21] был доказано следующее свойство пространства Белла.
Т е о р е м а 1.3. Для любого натурального m существует система множеств Bm ⊆ B
′′
такая, что:
(1) семейство дополнений до элементов системы Bm—m-сцеплено;
(2) для любого счётного множества точек
{
pk : k ∈ ω
}
⊆ BN \ N найдётся множе-
ство U ∈ Bm такое, что
{
pk : k ∈ ω
}
⊆ [U ].
Следующая теорема объединяет свойства, доказанные М.Беллом и А. Грызловым.
Т е о р е м а 1.4.
1. Пусть n ∈ ω и s ∈ N такие, что dom s > n. Тогда для Γ(s) справедливы следующие
утверждения:
a) Γ(s)— n-сцепленное семейство;
b) семейство дополнений до элементов семейства Γ(s)— n-сцепленное семейство;
c) для всякого счётного множества точек
{
pi : i ∈ ω
}
⊆ BN \ N найдётся множе-
ство U ∈ Γ(s) такое, что
{
pi : i ∈ ω
}
⊆ [U ].
2. Для всякого n ∈ ω семейство
Γn =
{
[U ] \N : U ∈ ∪
{
Γ(s) : dom s > n
}}
является базой пространства BN \N .
Д о к а з а т е л ь с т в о. (1.a) Для доказательства этого пункта мы модифицировали до-
казательство Белла (см. [17]). Пусть n ∈ ω и s ∈ N такие, что dom s > n. Пусть U0, . . . , Un ∈Γ(s).
Тогда
s ∈ Uj = Cπj |Mj \
⋃
i6mj
C
π
j
i
(j 6 n).
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Мы построим h ∈ P такое, что
{
h|k : k > dom s} ⊆ U0 ∩ . . . ∩ Un, по индукции по k > dom s.
Пусть h|dom s = s ∈ U0 ∩ . . . ∩Un. Если h|k ∈ U0 ∩ . . .∩Un для k > dom s определено, мы можем
определить h|k+1 /∈
{
πji (k) : i 6 mj , j 6 n
}
поскольку∣∣{ (i, j) : j 6 n, i 6 mj }∣∣ 6 (n+ 1) · (maxmj + 1) < k + 2,
и существует k + 2 продолжения h|k на k + 1.
(1.b) Пусть Uj = Cπj |Mj \
⋃
i6mj
C
π
j
i
∈ Γ(s) (j 6 n).
Построим h ∈ P такое, что
{
h|k : k > dom s
}
⊆ N \
⋃
j6n
Cπj |Mj .
Пусть h|dom s 6= s, тогда h|dom s /∈
⋃
j6n
Cπj |Mj . Если h|k /∈
⋃
j6n
Cπj |Mj для k > dom s определено,
мы можем определить h|k+1 /∈
⋃
j6n
Cπj |Mj , поскольку∣∣{πj(k) : j 6 n}∣∣ 6 n+ 1 6 dom s < k + 2,
и существует k + 2 продолжения h|k на k + 1.
Легко увидеть, что Γ(s) удовлетворяет условию (1.c).
(2) Пусть точка x ∈ BN \N , Ox = Cπ|M \
⋃
i6m
Cπi и ℓ0 такое, что (m+1)(n+1) < ℓ0 = 1 и ℓ0 > n.
Существует s0 такое, что dom s0 = ℓ0 и x ∈ [Cs0 ]. Мы имеем
Cs0 ∩
(
Cπ|M \
⋃
i6m
Cπi
)
= Cπ|M ′ \
⋃
i6m
Cπi ,
где M ′ =
{
ℓ : ℓ ∈ M и π(ℓ) — продолжение s0
}
. Таким образом, minM ′ > ℓ0. Тогда
(m+ 1)(n + 1) < minM ′ + 1 и minM ′ > n. В итоге, для s = π(minM ′) мы имеем
U = Cπ|M ′ \
⋃
i6m
Cπi ∈ Γ(s).
Итак, U —искомая окрестность. 
§ 1.2. Замыкания счётных подмножеств N и кардинальные инварианты рас-
ширения BN
Заметим, что пространство N является частично упорядоченным множеством со следующим
отношением порядка:
для s, t ∈ N будем считать, что s 6 t тогда и только тогда, когда t—продолжение s,
то есть dom s ⊆ dom t и t|dom s = s. Также будем считать, что s < t, если s 6 t
и s 6= t.
Напомним определения цепей и антицепей.
О п р е д е л е н и е 1.1. Цепью в пространстве N называется линейно упорядоченное
множество. Антицепью в пространстве N называется множество, элементы которого попарно
несравнимы.
В случае антицепей наибольший интерес для нас представляют так называемые строгие
антицепи.
О п р е д е л е н и е 1.2. Антицепь A ⊆ N будем называть строгой антицепью, если для
любых различных s, t ∈ A выполнено dom s 6= dom t.
Для удобства строгие антицепи будем обозначать π(M) =
{
π(n) : n ∈ M
}
, где π ∈ T
и M ⊆ ω. Напомним, что в пространстве βω замыкание любого бесконечного подмножества ω
гомеоморфно βω. Мы покажем, что существуют бесконечные подмножества N , замыкания
которых в BN гомеоморфны βω, и бесконечные подмножества N , которые являются сходящи-
мися последовательностями в BN .
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Т е о р е м а 1.5. Пусть π(M)— строгая антицепь, |M | = ω и X =
{
xi : i ∈M
}
такое,
что xi ∈ [Cπ(i)]. Тогда [X] гомеоморфно βω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим семейство λ =
{
Cπ(i) : i ∈M
}
.
Для ультрафильтра ξ ∈ βM \M и F ∈ ξ определим:
WF =
[
∪
{
Cπ(i) : i ∈ F
}]
, λξ =
{
WF : F ∈ ξ
}
, Lξ = ∩
{
[WF ] : WF ∈ λξ
}
.
Легко видеть, что:
(1) Lξ ∩ Lη = ∅ для ξ 6= η;
(2)
{
X ∩WF : F ∈ ξ
}
—ультрафильтр на множестве X;
(3) |Lξ ∩ [X]| = 1.
Пусть xξ = ∩
{
[X∩WF ] : F ∈ ξ
}
. Из конструкции следует, что X∪
{
xξ : ξ ∈ βM \M
}
= [X]
гомеоморфно βω. 
В случае нароста эту теорему можно обобщить.
Т е о р е м а 1.6. Пусть
{
si : i ∈ ω
}
— антицепь, и X =
{
xi : i ∈ ω
}
такое множество,
что xi ∈ (Csi)
∗. Тогда [X] гомеоморфно βω.
Доказательство этой теоремы вытекает из того, что
C∗s = ∪
{
C∗t : dom t = dom s+ 1, s 6 t
}
для любого s ∈ N.
Таким образом, мы можем построить строгую антицепь
{
s′i : i ∈ ω
}
такую, что xi ∈ C
∗
s′i
⊆ C∗si .
Из этой теоремы и свойств пространства βω мы имеем
С л е д с т в и е 1.3.
1. w(BN) = 2ω. 2. s(BN) = 2ω. 3. t(BN) = 2ω. 4. |BN | = 22
ω
.
Естественно возникает вопрос о существовании подмножеств N , замыкания которых него-
меоморфны βω. Рассмотрим два примера антицепей из N , замыкания которых негомео-
морфны βω. Для доказательства того, что замыкание счётного дискретного множества него-
меоморфно βω, воспользуемся тем фактом, что для любых A,B ⊆ ω, если A ∩ B = ∅,
то [A]βω ∩ [B]βω = ∅.
Для s ∈ N обозначим: C ′s =
{
t ∈ N : dom t = dom s + 1, t|dom s = s
}
(множество всех
одноточечных продолжений s).
П р и м е р 1.1. Пусть f ∈ P и
{
sn = f |n+1 : n ∈ ω
}
. Пусть An, Bn ⊆ C
′
sn
\ {sn+1} такие,
что An ∩ Bn = ∅ и |An| = |Bn| = [n/2] (где [n/2]—целая часть числа n/2) для всех n ∈ ω.
Обозначим A = ∪
{
An : n ∈ ω
}
и B = ∪
{
Bn : n ∈ ω
}
.
Рассмотрим предел цепи x = lim
n→∞
sn. Пусть Ox =
[
Cπ|M \
⋃
i6k
Cπi
]
—некоторая окрестность
точки x. Так как x—предел
{
sn : n ∈ ω
}
, то существует n0 ∈ ω такое, что для любого n > n0
точка sn ∈ Ox и |An| > k, |Bn| > k. Множество
⋃
i6k
Cπi содержит не более чем k точек из C
′
sn ,
следовательно, Ox ∩An 6= ∅ и Ox ∩Bn 6= ∅. Таким образом, x ∈ [A]∩ [B] 6= ∅, а следовательно,
[A ∪B] негомеоморфно βω.
П р и м е р 1.2. Пусть
{
π(n) : n ∈ ω
}
— строгая антицепь. Для каждого n ∈ ω пусть
An, Bn ⊆ C
′
π(n) такие, что An ∩ Bn = ∅ и |An| = |Bn| = [n/2] ([n/2]—целая часть n/2).
Обозначим A = ∪
{
An : n ∈ ω
}
и B = ∪
{
Bn : n ∈ ω
}
.
Рассмотрим точку x ∈
[{
π(n) : n ∈ ω
}]
. По теореме 1.5 замыкание антицепи гомеоморф-
но βω. Таким образом, можно рассматривать x как свободный ультрафильтр на нашей ан-
тицепи. Рассмотрим произвольную окрестность Ox =
[
Cπ′|M ′ \
⋃
i6k
Cπi
]
точки x. Так как x—
свободный ультрафильтр на нашей антицепи, то∣∣Ox ∩ {π(n) : n ∈ ω }∣∣ = ω.
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Тогда найдётся бесконечно много n ∈ ω таких, что π(n) ∈ Ox и |An| > k, |Bn| > k. Множе-
ство
⋃
i6k
Cπi содержит не более чем k точек из C
′
sn , следовательно, Ox ∩An 6= ∅ и Ox ∩Bn 6= ∅.
Таким образом, x ∈ [A] ∩ [B] 6= ∅, а следовательно, [A ∪B] негомеоморфно βN .
С другой стороны, как уже было сказано выше, в N существуют бесконечные множества,
являющиеся сходящимися последовательностями в BN .
Т е о р е м а 1.7. Пусть A =
{
si : i ∈ ω
}
— бесконечная цепь из N . Тогда A является
сходящейся последовательностью в BN .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A =
{
si : i ∈ ω
}
— бесконечная цепь в N , то есть si<si+1
для всех i ∈ ω. Пусть x ∈ [A] \ A и
Ox =
[
Cπ|M \
⋃
i6n
Cπi
]
— базисная окрестность точки x. Найдётся точка si0 ∈ A такая, что si0 ∈ Cπ|M и, следователь-
но, si ∈ Cπ|M для всех i > i0. С другой стороны, мы имеем⋃
i6n
Cπi ∩A = ∅,
потому что в противном случае
⋃
i6n
Cπi содержало бы всё множество A, за исключением конеч-
ного числа точек.
Итак, x—предел сходящейся последовательности A =
{
si : i ∈ ω
}
. 
Следующая теорема показывает насколько много в BN пределов цепей и копий βω.
Т е о р е м а 1.8. Пусть
Q =
{
x : x—предел сходящейся последовательности точек N
}
,
µ =
{
A∗ : A ⊆ N, [A] гомеоморфно βω
}
.
Тогда Q всюду плотно и µ образует π-сеть в BN \N .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V = Cπ|M \
⋃
i6m
Cπi — элемент Γ, и |V | = ω. По индукции
построим две последовательности
{
sk : k ∈ ω
}
и
{
tk : k ∈ ω
}
в V такие, что:
(1)
{
sk : k ∈ ω
}
—цепь в N ;
(2)
{
tk : k ∈ ω
}
— строгая антицепь в N ;
(3) sk < tk+1 для всех k ∈ ω.
Пусть n0 и s ∈ N такие, что n0 > m + 1 и dom s = n0 + 1, s ∈ Cπ|M \
⋃
i6m
Cπi . Опре-
делим s0 = t0 = s. Пусть мы определили
{
sk : k 6 ℓ
}
и
{
tk : k 6 ℓ
}
, удовлетворяющие
условиям 1–3. Поскольку ℓ > n0 > m+ 1, существует не менее двух продолжений sℓ, лежащих
в Cπ|M \
⋃
i6m
Cπi . Мы определим одно из них как sℓ+1, а другое, как tℓ+1.
Итак, мы имеем
{
sk : k ∈ ω
}
и
{
tk : k ∈ ω
}
. По конструкции,
{
sk : k ∈ ω
}
⊆ V ,{
sk : k ∈ ω
}
— сходящаяся последовательность и lim
k→∞
sk ∈ V
∗,
{
tk : k ∈ ω
}
⊆ V ,
[{
tk : k ∈ ω
}]
гомеоморфно βω и
({
tk : k ∈ ω
})∗
⊆ V ∗. 
В пространстве βω наросты любых двух почти не пересекающихся множеств не пересека-
ются. В случае пространства Белла ситуация несколько другая.
Т е о р е м а 1.9. Существуют семейства почти не пересекающихся подмножеств N :
1. λ1 =
{
Aα : α ∈ 2
ω
}
такое, что [Aα] гомеоморфно βω для всех α ∈ 2
ω, A∗α ∩ A
∗
β = ∅
для α 6= β;
2. λ2 =
{
Aα : α ∈ 2
ω
}
такое, что |A∗α| = 1 и A
∗
α = A
∗
β для всех α, β ∈ 2
ω;
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2′. λ′2 =
{
Aα : α ∈ 2
ω
}
такое, что |A∗α| = 1 для всех α ∈ 2
ω, A∗α ∩A
∗
β = ∅ для α 6= β;
3. λ3 =
{
Aα : α ∈ 2
ω
}
такое, что A∗α = BN \N для всех α ∈ 2
ω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть θ =
{
Fα : α ∈ 2
ω
}
— семейство почти не пересекающих-
ся бесконечных подмножеств ω. (1) Пусть A1 =
{
si : i ∈ ω
}
такое, что [A1] гомеоморфно βω.
Определим A1(Fα) =
{
si : i ∈ Fα
}
. Семейство λ1 =
{
A1(Fα) : α ∈ 2
ω
}
удовлетворяет усло-
вию 1.
(2) Аналогичным путём из сходящейся последовательности A2 =
{
si : i ∈ ω
}
мы можем
получить семейство λ2 =
{
A2(Fα) : α ∈ 2
ω
}
, удовлетворяющее условию 2.
(2′) Для доказательства этого мы можем рассмотреть почти не пересекающееся семей-
ство сходящихся последовательностей в N . Его мощность совпадает с мощностью множества
P =
{
f ∈ ωω : f(n) 6 n+ 1
}
и равна 2ω.
(3) Пусть Aα =
{
s ∈ N : dom s = n для всех n ∈ Fα
}
. Очевидно, что λ3 =
{
Aα : α ∈ 2
ω
}
удовлетворяет условию 3. 
Благодаря результатам, доказанным А.Грызловым в [33], для изучения свойств сходящихся
последовательностей, лежащих в N , достаточно рассматривать только цепи. Поэтому в даль-
нейшей работе мы будем рассматривать цепи и антицепи.
§ 1.3. Центрированные системы
Этот параграф содержит ряд лемм о центрированных системах множеств, необходимых в даль-
нейшем.
Уточним некоторые определения и понятия. Пусть µ—некоторое семейство бесконечных
подмножеств N .
О п р е д е л е н и е 1.3. Систему бесконечных подмножеств α = {F} будем называть
центрированной системой, если для любой конечной подсистемы α′ ⊆ α выполнено следующее
условие: ∩
{
F : F ∈ α′
}
— бесконечно.
О п р е д е л е н и е 1.4. Центрированную систему α = {F} будем называть центриро-
ванной системой в семействе µ, если α ⊆ µ.
Мы будем рассматривать прежде всего максимальные центрированные системы различных
семейств, состоящих из элементов булевой алгебры B. Заметим, что максимальная центри-
рованная система в семействе подмножеств необязательно замкнута относительно конечных
пересечений.
О п р е д е л е н и е 1.5. Пусть α = {F}—центрированная система в семействе µ. Под-
множество A ⊆ N назовём центрированным с системой α = {F}, если для каждой конечной
подсистемы α′ ⊆ α выполнено следующее условие:
(
∩
{
F : F ∈ α′
})
∩A бесконечно.
О п р е д е л е н и е 1.6. Будем говорить, что центрированная система α = {F} вписана
в центрированную систему α′ = {G}, если для любого элемента F ∈ α найдётся G ∈ α′ такой,
что F ⊆ G.
Л е м м а 1.3. Пусть ξ = {Cπ|M}—максимальная центрированная система в семействе
множеств
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
, и множество Cπ′|M ′ такое, что Cπ′|M ′ ∩Cπ|M бесконечно
для всякого Cπ|M ∈ ξ. Тогда Cπ′|M ′ ∈ ξ.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольный конечный набор элементов ξ,{
Cπk|Mk : k 6 n
}
⊆ ξ. Найдётся (см. лемму 1.2) набор
{
M ′k : k 6 n
}
такой, что M ′k ⊆ Mk для
каждого k 6 n и ⋂
k6n
Cπk|Mk =
⋃
k6n
Cπk|M ′k .
Докажем, что найдётся k0 такое, что Cπk0 |M
′
k0
∈ ξ.
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Предположим противное. Пусть для каждого k 6 n найдётся конечный набор семейств{
Cπk
ℓ
|Mk
ℓ
: ℓ 6 nk
}
такой, что
Cπk|M ′k ∩
( ⋂
ℓ6nk
Cπk
ℓ
|Mk
ℓ
)
—конечно.
Тогда ( ⋃
k6n
Cπk|M ′k
)
∩
( ⋂
k6n
⋂
ℓ6nk
Cπk
ℓ
|Mk
ℓ
)
=
( ⋂
k6n
Cπk|Mk
)
∩
( ⋂
k6n
⋂
ℓ6nk
Cπk
ℓ
|Mk
ℓ
)
конечно, что противоречит центрированности ξ = {Cπ|M}.
Отсюда и из максимальности ξ следует, что найдётся Cπk0 |M
′
k0
∈ ξ, тем более Cπk0 |Mk0
∈ ξ.
По условиям леммы Cπk0 |Mk0
∩Cπ′|M ′ — бесконечно, следовательно,⋂
k6n
Cπk|Mk ∩Cπ′|M ′ =
⋃
k6n
Cπk|M ′k ∩ Cπ′|M ′
бесконечно, а значит Cπ′|M ′ ∈ ξ. 
Л е м м а 1.4. Для всякого множества вида Cπ|M существуют два элемента π1 и π2 ∈ T
такие, что Cπ|M = Cπ1 ∩ Cπ2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M = {k1, k2, . . . , kj , . . . }. Построим π1 и π2 ∈ T следую-
щим образом. Для 0 6 n < k1 определим π1(n) ≡ 0 на множестве n, и π2(n) ≡ 1 на множестве n.
Для kj 6 n < kj+1 (j = 1, 2, . . .) определим π1(n) и π2(n) как произвольное продолжение π(kj)
на n.
Из построения π1 и π2 вытекает требуемое свойство для Cπ1 и Cπ2 : Cπ1 ∩ Cπ2 = Cπ|M . 
Л е м м а 1.5. Пусть α′ = {Cπ|M}—максимальная центрированная система в семей-
стве множеств
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
. Тогда α =
{
Cπ : Cπ|M ∈ α
′
}
—максимальная
центрированная система в семействе множеств
{
Cπ : π ∈ T
}
.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α′ = {Cπ|M}—максимальная центрированная система
в семействе множеств
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
. Предположим, что α =
{
Cπ : Cπ|M ∈ α
′
}
не максимальна. Тогда найдётся π′ ∈ T такое, что Cπ′ ∪
( ⋂
i6n
Cπi
)
бесконечно для любого ко-
нечного набора
{
Cπi : i 6 n
}
⊆ α, но Cπ′ /∈ α
′.
В силу леммы 1.3 найдётся Cπ0|M0 ⊆ α
′ такое, что Cπ′ ∩ Cπ0|M0 конечно. В силу леммы 1.4
найдутся множества Cπ̂0 и Cπ̂1 такие, что Cπ̂0∩Cπ̂1 = Cπ0|M0 . Отсюда следует, с одной стороны,
что (Cπ̂0 ∩ Cπ̂1) ∩Cπ′ конечно.
С другой стороны Cπ̂0, Cπ̂1 ∈ α, это следует из того, что Cπ0|M0 ∈ α
′ и α ⊆ α′.
Получаем противоречие. Таким образом, система α =
{
Cπ : Cπ|M ∈ α
′
}
—максимальна. 
Непосредственными выкладками доказывается
Л е м м а 1.6.
1. Если α = {Cπ}—максимальная центрированная система в семействе
{
Cπ : π ∈ T
}
,
то α′ =
{ ⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ α
}
—максимальная центрированная система
в семействе
{ ⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
.
2. Если α′ = {C}—максимальная центрированная система в семействе{
C =
⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
,
то система {
Cπ : Cπ = Cπi для некоторого C =
⋂
i6n
Cπi , C ∈ α
′
}
—максимальная центрированная система в семействе
{
Cπ : π ∈ T
}
.
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Из леммы 1.2 вытекает следующая
Л е м м а 1.7. Если α = {Cπ|M}—максимальная центрированная система в семействе
множеств
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
, то для всякого конечного набора множеств α′ ⊆ α
найдётся Cπ0|M0 ∈ α такое, что Cπ0|M0 ⊆ ∩
{
Cπ|M : Cπ|M ∈ α
′
}
.
Л е м м а 1.8. Для максимальной центрированной системы α = {Cπ|M} в семействе
множеств
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
существует максимальная центрированная систе-
ма α′′ = {C} в семействе
{
C =
⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
такая, что α′′ = {C} вписана
в α = {Cπ|M}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α = {Cπ|M}—максимальная центрированная система
в семействе {
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
.
В силу леммы 1.5 система α′ =
{
Cπ : Cπ|M ∈ α
}
—максимальная центрированная си-
стема в семействе
{
Cπ : π ∈ T
}
. В силу леммы 1.6 всевозможные конечные пересече-
ния элементов из α′ образуют максимальную центрированную систему α′′ = {C} в семей-
стве
{
C =
⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
. Покажем, что система α′′ = {C} вписана в α. Дей-
ствительно, пусть Cπ|M ∈ α. В силу леммы 1.4 Cπ|M = Cπ1 ∩ Cπ2 для некоторых π1, π2 ∈ T .
Тогда π1, π2 ∈ α
′, а их пересечение Cπ|M = Cπ1 ∩Cπ2 ∈ α
′′. Таким образом, α′′ вписана в α. 
Л е м м а 1.9. Для максимальной центрированной системы α = {C} в семействе{
C =
⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
существует максимальная центрированная система α′ = {Cπ|M} в семействе{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
,
вписанная в α.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α = {C}—максимальная центрированная система в се-
мействе {
C =
⋂
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
.
Рассмотрим семейство множеств α′ =
{
Cπ|M : Cπ|M центрировано с α
}
. Покажем, что α′ ис-
комая. В силу леммы 1.4 всякое множество Cπ|M = Cπ1 ∩ Cπ2 . Так как Cπ|M центрирована
с α = {C} следует, что Cπ1, Cπ2 ∈ α. Таким образом, всякий элемент Cπ|M ∈ α
′ есть и элемент
системы α = {C}. Следовательно, система α′ =
{
Cπ|M : Cπ|M центрировано с α
}
—центриро-
вана. Докажем максимальность α′ и то, что α′ вписана в α.
Пусть C ∈ α—произвольный элемент α, то есть C =
⋂
i6n
Cπi . По лемме 1.2
C =
⋂
i6n
Cπi =
⋃
i6n
Cπi|Mi .
В силу центрированности α = {C}, среди множеств Cπi|Mi (i 6 n) найдётся Cπi0 |Mi0 , центриро-
ванное с α = {C}, то есть Cπi0 |Mi0 ∈ α
′. Отсюда следует, что α′ вписано в α. Отсюда же легко
выводится и максимальность системы α′. Лемма доказана. 
§ 2. Основные результаты
§ 2.1. ℓ-точки и их свойства, u-точки
Как видно из конструкции пространства Белла, точка нароста BN \ N — это свободный уль-
трафильтр булевой алгебры B, базу которого образуют бесконечные множества вида( ⋂
i6n
Cπi
)
∩
(
N \
⋃
j6m
Cπ′j
)
.
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Базой каждого ультрафильтра также является и семейство множеств вида
Cπ|M ∩
(
N \
⋃
j6m
Cπj
)
.
Возникает вопрос, что из себя представляют максимальные центрированные семейства со-
стоящие из множеств вида Cπ|M , или
⋂
j6n
Cπi , или N \
⋃
j6m
Cπj .
Т е о р е м а 2.1. Если ξ = {G}—максимальная центрированная система в семействе
ML =
{
G = N \
⋃
i6n
Cπi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
,
то
∣∣∩{G∗ : G ∈ ξ }∣∣ = 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из центрированности системы ξ = {G} и бикомпактности про-
странства BN следует, что
⋂{
G∗ : G ∈ ξ
}
6= ∅. Предположим, что найдутся такие x,
y ∈
⋂{
G∗ : G ∈ ξ
}
, x 6= y. Рассмотрим некоторую окрестность Ox =
[
Cπ0|M0 \
⋃
i6n
Cπi
]
точки x
такую, что y /∈ Ox. Заметим, что[
Cπ0|M0 \
⋃
i6n
Cπi
]
=
[
Cπ0|M0
]
\
[ ⋃
i6n
Cπi
]
=
[
Cπ0|M0
]
\
( ⋃
i6n
[Cπi ]
)
.
Имеем: [Cπ0|M0] и
⋂
i6n
[N \ Cπi ]—открыто-замкнутые множества, содержащие точку x. От-
сюда и из максимальности системы ξ следует, что
⋂
i6n
(N \ Cπi) ∈ ξ, из этого вытекает,
что y ∈
⋂
i6n
[N \ Cπi ]. Так как y /∈ Ox, получаем, что y /∈ [Cπ0|M0]. По лемме 1.4 существу-
ют π1, π2 ∈ T такие, что Cπ0|M0 = Cπ1 ∩ Cπ2 . Имеем y /∈ [Cπ1 ∩ Cπ2] = [Cπ1] ∩ [Cπ2 ].
Пусть y /∈ [Cπ1 ]. Тогда y ∈ [N \ Cπ1]. Из открыто-замкнутости множества [N \ Cπ1 ] и мак-
симальности ξ следует, что N \ Cπ1 ∈ ξ. Отсюда [N \ Cπ1] ∋ x, следовательно, [Cπ1] /∋ x, что
противоречит тому, что [
Cπ1
]
⊇
[
Cπ0|M0
]
∋ x.
Это противоречие доказывает теорему. 
О п р е д е л е н и е 2.1. Точку x ∈ BN \N назовём ℓ-точкой, если
x ∈ ∩
{
G∗ : G ∈ ξ
}
для некоторой максимальной центрированной системы ξ = {G} в семействе множеств ML.
Следующая теорема показывает основное свойство ℓ-точек.
Т е о р е м а 2.2. Для точки x ∈ BN \N следующие утверждения эквивалентны:
(a) точка x есть предел некоторой цепи { sk : k ∈ ω } элементов N ;
(b) из того, что x ∈ [Cπ|M ] для некоторых π ∈ T и M ⊆ ω следует, что существует i ∈M
такое, что x ∈ [Cπ(i)];
(c) точка x имеет базу открыто-замкнутых окрестностей вида[
N \
⋃
i6n
Cπi
]
,
другими словами, x— ℓ-точка.
Д о к а з а т е л ь с т в о. (a⇒ b) Для произвольной окрестности
Ox =
(
Cπ|M \
⋃
ℓ6m
Cπℓ
)∗
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точки x рассмотрим
O′x =
[
Cπ|M \
⋃
ℓ6m
Cπℓ
]
.
Так как x = lim
n→∞
f |n, то для O
′
x найдётся n0 ∈ ω такой, что для всех n > n0 выполняет-
ся f |n ∈ O
′
x. Также отметим, что
Cπ|M = ∪
{
Cs : s = π(n) для всех n ∈M
}
,
а, следовательно, f |n0 ∈ Cs0 для некоторого Cs0 ⊆ Cπ|M , и, очевидно, Cf |n0 ⊆ Cs0 ⊆ Cπ|M .
Более того, несложно видеть, что Cs0 содержит и f |n для всех n > n0, а значит, в замыкании
содержит и точку x. Таким образом,
x ∈
[
Cs0 \
⋃
ℓ6m
Cπℓ
]
⊆ O′x,
а значит, и
x ∈
(
Cs0 \
⋃
ℓ6m
Cπℓ
)∗
⊆ Ox.
(b⇒ c) Очевидно, что для любого s ∈ N можно найти такие n и πi (i 6 n), что
C∗s =
(
N \
⋃
i6n
Cπi
)∗
.
Тогда мы можем преобразовать окрестность, полученную в прошлом пункте доказательства
x ∈
(
Cs0 \
⋃
ℓ6m
Cπℓ
)∗
=
((
N \
⋃
i6n
Cπi
)
\
⋃
ℓ6m
Cπℓ
)∗
=
(
N \
⋃
j6k
Cπj
)∗
⊆ Ox.
Таким образом, множества вида (
N \
⋃
j6k
Cπj
)∗
образуют базу точки x.
(c⇒ a) Отметим, что весь нарост N∗ представим в виде объединения непересекающихся
множеств Ff =
⋂
n∈ω
C∗
f |n
для f ∈ P . Пусть точка x ∈ BN \N и x ∈ Ff для некоторого f ∈ P .
По условиям множества вида (
N \
⋃
j6k
Cπj
)∗
.
образуют базу этой точки в наросте.
Отметим, что N \
⋃
j6k
Cπj ⊇ {f |n : n ∈ ω}. Действительно, если найдётся r ∈ ω такое,
что f |r /∈ N \
⋃
j6k
Cπj , то, очевидно, что все продолжения f |r также не лежат в N \
⋃
j6k
Cπj , то
есть
N \
⋃
j6k
Cπj 6⊇ Cf |r .
Но
x ∈ Ff ⊆ C
∗
f |r
6⊆
(
N \
⋃
j6k
Cπj
)∗
противоречит тому, что
(
N \
⋃
j6k
Cπj
)∗
— окрестность точки x.
Таким образом,
∩
{[
N \
⋃
j6k
Cπj
]}
⊇ [{f |n : n ∈ ω}].
Отсюда
{x} = ∩
{(
N \
⋃
j6k
Cπj
)∗}
,
то есть x = lim
n→∞
f |n. 
Отсюда получаем, что каждое из условий (a) или (b) является необходимым и достаточным
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для того, чтобы точка x ∈ BN \ N была ℓ-точкой. Таким образом, множество ℓ-точек есть в
точности множество пределов цепей.
Также для ℓ-точек верна следующая
Л е м м а 2.1. Если X =
{
xi : i ∈ ω
}
⊆ BN \ N — счётное подмножество, состоящее
из ℓ-точек, то X дискретно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всякой точки xi ∈ X существует функция fi ∈ P такая,
что
xi ∈ Ffi =
⋂
n∈ω
[
Cfi|n
]
.
Заметим, что семейство
{ [
Cfi|n
]
: n ∈ ω
}
образует базу Ffi . Так как xi (i ∈ ω) являются ℓ-точ-
ками, то Ffi∩Ff ′i = ∅ для i 6= i
′. Пусть xi0 ∈ X. Покажем, что найдётся окрестность Oxi0 такая,
что Oxi0 ∩
(
X \{xi0}
)
= ∅. Для всякой точки xi ∈ X, i 6= i0, рассмотрим множество Cfi|ni такое,
что xi ∈ Ffi ⊆
[
Cfi|ni
]
и xi0 /∈
[
Cfi|ni
]
. Можно считать, что ni 6= ni′ , если i 6= i
′. Для множества
∪
{
Cfi|ni : i ∈ ω, i 6= i0
}
имеем:
xi0 /∈
[
∪
{
Cfi|ni : i ∈ ω, i 6= i0
}]
.
Пусть fi0(0) = 0, тогда построим π следующим образом:
π(n) =
{
fi|ni для n = ni − 1, i 6= i0;
1 в ином случае.
Тогда Oxi0 =
[
N \ Cπ
]
не пересекается с X \ {xi0} и является искомой. Лемма доказана. 
Аналогично ℓ-точкам можно рассмотреть второе подсемейство, образующее булеву алгеб-
ру B.
Т е о р е м а 2.3. Если ξ = {Cπ|M}—максимальная центрированная система в семей-
стве
MU =
{
Cπ|M : π ∈ T, M ⊆ ω
}
,
то
∣∣∩{C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}∣∣ = 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из центрированности системы ξ = {Cπ|M} и бикомпактности
пространства BN следует, что ∩
{
C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
6= ∅.
Покажем, что
∣∣∩{ [Cπ|M ] : Cπ|M ∈ ξ }∣∣ = 1. Предположим противное, пусть найдутся две
различные точки x, y ∈ ∩
{
C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
. Рассмотрим некоторую окрестность
Ox =
[
Cπ0|M0 \
⋃
i6n
Cπi
]
=
[
Cπ0|M0
]
\
[ ⋃
i6n
Cπi
]
точки x такую, что Ox /∋ y. Множество
[
Cπ0|M0
]
является открыто-замкнутым множеством,
содержащим точку x, следовательно, Cπ0|M0 ∩ Cπ|M бесконечно для всякого Cπ|M ∈ ξ. Из лем-
мы 1.3 следует, что Cπ0|M0 ∈ ξ, и, следовательно, [Cπ0|M0] ∋ y. Так как Ox /∋ y получаем,
что y ∈
[ ⋃
i6n
Cπi
]
=
⋃
i6n
[
Cπi
]
. Тогда найдётся i0 6 n такое, что y ∈ [Cπi0 ]. Так как [Cπi0 ] яв-
ляется открыто-замкнутым множеством, содержащим y и y ∈ ∩
{
C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
получаем,
что Cπi0 ∩ Cπ|M бесконечно для всякого Cπ|M ∈ ξ, и из леммы 1.3 вытекает, что Cπi0 ∈ ξ.
Но тогда мы имеем ∩
{
C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
⊆ C∗πi0
и, следовательно, x /∈ ∩
{
C∗
π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
.
Это противоречие доказывает теорему. 
Из теоремы 2.3 и леммы 1.9 получаем следующее утверждение.
Т е о р е м а 2.4. Если ξ = {C}—максимальная центрированная система в семействе{ ⋂
i6n
Cπi|Mi : n ∈ ω, πi ∈ T
}
,
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то
∣∣∩{C∗ : C ∈ ξ }∣∣ = 1.
О п р е д е л е н и е 2.2. Точку x ∈ BN \N назовём u-точкой, если
x = ∩
{
C∗π|M : Cπ|M ∈ ξ
}
для некоторой максимальной центрированной системы ξ = {Cπ|M} в семействе множеств MU .
Множество всех ℓ-точек обозначим L, а множество u-точек —U. Вследствие теоремы 2.2
L∩U = ∅. В связи с полученными результатами возникает вопрос: а существует ли в BN \N
точка общего вида, то есть не u- и не ℓ-точка. Ответ на этот вопрос даёт следующая
Т е о р е м а 2.5. Пусть
{
si : i ∈ ω
}
—антицепь в N, xi ∈ Csi — ℓ-точка (i ∈ ω)
и X =
{
xi : i ∈ ω
}
. Тогда [X] \ X гомеоморфно βω \ ω и состоит из точек, не являющихся
ни ℓ-точками, ни u-точками.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество [X] гомеоморфно βN в силу теоремы 1.5. Рассмот-
рим X =
{
xi : i ∈ ω
}
. Пусть x ∈ [X] \X. Точка x не является ℓ-точкой, так как в противном
случае, в силу леммы 2.1, множество {x} ∪X было бы дискретным.
Покажем, что x не является u-точкой. По условиям теоремы xi ∈ Csi для всякого i ∈ ω.
Пусть Ffi =
⋂
n∈ω
[
Cfi|n
]
, где fi ∈ P , — множество такое, что xi ∈ Ffi ⊆ C
∗
si
. Отметим, что
семейство
{
[Cfi|n ] : n ∈ ω
}
является базой множества Ffi в BN .
Покажем, что в N существуют счётные подмножества
A =
{
t(i, n) : i, n ∈ ω
}
и B =
{
q(i, n) : i, n ∈ ω
}
,
обладающие следующими свойствами:
(i) любые два элемента множества A ∪ B попарно несравнимы и имеют разные области
определения;
(ii) [A] ∩ Ffi 6= ∅ и [B] ∩ Ffi 6= ∅, для любого i ∈ ω.
Пусть
{
Li : i ∈ ω
}
—разбиение ω на счётное число дизъюнктных бесконечных множеств.
Рассмотрим произвольное i ∈ ω, Csi и Ffi =
⋂
n∈ω
[
Cfi|n
]
⊆ Csi . Пусть
Ni = min
{
n : [Cfi|n ] ⊆ Csi
}
.
Нетрудно видеть, что мы можем построить множества
Ai =
{
t(i, n) : n ∈ ω
}
и Bi =
{
q(i, n) : n ∈ ω
}
,
для которых выполнены следующие условия:
(1) t(i, n), q(i, n) ∈ Cfi|Ni+n
\ Cfi|Ni+n+1
;
(2) область определения различных элементов Ai ∪Bi различны и являются элементами Li;
(3) любые два элемента Ai ∪Bi несравнимы.
Определим A = ∪
{
Ai : i ∈ ω
}
, B = ∪
{
Bi : i ∈ ω
}
. Множества A и B удовлетворяют
условиям (i) и (ii). Условие (ii) очевидно выполнено по построению. Для проверки (i) достаточно
заметить, что если один элемент A ∪ B лежит в Ai ∪ Bi, а другой в Aj ∪ Bj и i 6= j, то они
несравнимы, так как один из них лежит в Csi , а другой в Csj , и следовательно, один является
продолжением si, а другой— продолжением sj и si несравним с sj. Области их определения
различны, так как у одного она является элементом Li, а у другого —Lj и Li ∩ Lj = ∅.
Итак, A и B построены. Заметим, что в силу условия (i) по теореме 1.5 [A], [B], [A ∪ B]
гомеоморфны βω, и, следовательно, [A] ∩ [B] = ∅.
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Покажем, что точка x ∈ [X]\X не является u-точкой. Предположим противное. Рассмотрим
произвольную базисную окрестность точки x вида Ox =
[
Cπ|M
]
=
[
∪
{
Cs : s ∈ π(M)
}]
.
Если xi ∈ X∩Ox, то xi ∈
[
∪
{
Cs : s ∈ π(M)
}]
и, так как xi есть ℓ-точка, найдётся s0 ∈ π(M)
такое, что xi ∈ [Cs0], и, следовательно, [Cs0 ] является окрестностью Ffi .
Так как xi ∈ Ffi ⊆ ∩
{
[Cfi|n ] : n ∈ ω
}
и
{
[Cfi|n ] : n ∈ ω
}
является базой множества Ffi ,
то
[
Cs0
]
является окрестностью Ffi , и, в силу условия (ii), [Cs0 ]∩A 6= ∅ и [Cs0 ]∩B 6= ∅. Следова-
тельно, Ox∩A 6= ∅ и Ox∩B 6= ∅. Отсюда следует, что x ∈ [A] и x ∈ [B], то есть x ∈ [A]∩[B] 6= ∅,
что противоречит тому, что [A] ∩ [B] = ∅. Таким образом, x ∈ [X] \ X не u-точка. Теорема
доказана. 
§ 3. ℓpi|M-точки
Рассмотрим множество Cπ|M , которое будем считать приведённым (то есть π(M)— строгая
антицепь), M счётно и положим:
M
′
π|M =
{
Cπ|Mi : Mi = M ∩
{
n : n > i
}
, i ∈ ω
}
и Mπ|M = ML ∪M
′
π|M .
О п р е д е л е н и е 3.1. Центрированную систему ξ = {G} в семействе Mπ|M будем на-
зывать π|M -центрированной для Cπ|M , если M
′
π|M ⊆ ξ.
Всякую π|M -центрированную систему можно дополнить до максимальной π|M -центриро-
ванной системы.
Т е о р е м а 3.1. Пусть множество Cπ|M приведённое и |M | = ω. Если ξ = {G}—мак-
симальная π|M -центрированная система для Cπ|M , то∣∣∩{G∗ : G ∈ ξ }∣∣ = 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство этой теоремы близко к доказательству теоре-
мы для ℓ-точек.
Из центрированности системы ξ = {G} и бикомпактности BN следует, что ∩
{
G∗ : G ∈ ξ
}
не пусто. Предположим, что найдутся две различные точки x, y ∈ ∩
{
G∗ : G ∈ ξ
}
. Рассмотрим
окрестность Ox =
[
Cπ0|M0 \
⋃
i6n
Cπi
]
точки x такую, что y /∈ Ox. Отметим, что из построения
пространства BN следует, что[
Cπ0|M0 \
⋃
i6n
Cπi
]
=
[
Cπ0|M0
]
∩
( ⋂
i6n
[
N \ Cπi
])
=
[
Cπ0|M0
]
∩
[
N \
⋃
i6n
Cπi
]
.
Множества [Cπ0|M0 ] и
[
N \
⋃
i6n
Cπi
]
— открыто-замкнутые множества, содержащие точку x.
Из открыто-замкнутости множества
[
N \
⋃
i6n
Cπi
]
следует, что множество N \
⋃
i6n
Cπi цен-
трировано с ξ, а из максимальности системы ξ следует, что N \
⋃
i6n
Cπi ∈ ξ.
Тогда по предположению y /∈
[
Cπ0|M0
]
. По лемме 1.4 представим множество Cπ0|M0 в виде
пересечения Cπ′ ∩ Cπ′′ . Тогда y /∈
[
Cπ′
]
или y /∈
[
Cπ′′
]
. Пусть y /∈
[
Cπ′
]
, тогда y ∈
[
N \ Cπ′
]
.
Множество
[
N \ Cπ′
]
—открыто-замкнутая окрестность точки y, поэтому оно центрировано
с ξ. Из максимальности системы ξ и того, что N \ Cπ′ — элемент системы Mπ|M , следует,
что N \ Cπ′ ∈ ξ. Таким образом, x ∈ [N \ Cπ′ ], что противоречит x ∈ [Cπ′ ]. Отсюда следу-
ет, что наше предположение
∣∣∩{G∗ : G ∈ ξ }∣∣ > 1 неверно. Теорема доказана. 
О п р е д е л е н и е 3.2. Пусть η = {G}—максимальная π|M -центрированная система
для некоторого множества Cπ|M . Точку
x = ∩
{
G∗ : G ∈ η
}
будем называть ℓπ|M -точкой для Cπ|M , а систему η— порождающей точку x.
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Л е м м а 3.1. Пусть ξ— ультрафильтр на π(M). Тогда найдётся база Bξ = {A} уль-
трафильтра ξ такая, что для любого A ∈ Bξ найдётся πA ∈ T такое, что множество
GA = ∪
{
Ct : t ∈ A
}
представимо в виде
GA = Cπ|M \ CπA.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Через (0) и (1) обозначим функции из N , определённые на од-
ноточечном множестве {0} и переводящие его в 0 или 1 соответственно.
Пусть U ∈ ξ. Докажем, что найдётся A ∈ ξ такое, что A ⊆ U и GA представимо в ви-
де Cπ|M \ CπA. Через MU обозначим множество тех n из M , для которых π(n) ∈ U . Ли-
бо C(0) ∩ π(M), либо C(1) ∩ π(M) не принадлежит ξ. Пусть C(0) ∩ π(M) /∈ ξ.
Определим A = U \ C(0), а πA ∈ T построим следующим образом:
(1) πA(0) = (0);
(2) для n ∈MU ∪ (ω \M) пусть πA(n)—некоторое продолжение функции (0);
(3) для n ∈M \MU положим πA(n) = π(n).
Тогда GA = Cπ|M \CπA . Из построения πA следует, что A ∈ ξ и A ⊆ U . Семейство Bξ = {A}
и есть искомая база. 
Следующая теорема показывает, что ℓπ|M -точки есть не что иное, как предельные точки
строгих антицепей π(M).
Т е о р е м а 3.2. Пусть множество Cπ|M приведённое и |M | = ω. Тогда
[π(M)] \ π(M) =
{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ BN \ N — ℓπ|M -точка для некоторого Cπ|M . Тогда
для любой окрестности Ox точки x имеем
∣∣Ox ∩ π(M)∣∣ = ω. Действительно, предположим, что
существует окрестность
Ox =
[(
N \
⋃
j6n
Cπj
)
∩ Cπ|Mi
]
,
содержащая лишь конечное число точек множеств π(M). Из вида окрестности следует, что
в этом случае Ox пересекает лишь конечное число множеств Cπ(n), где n ∈M , и, следователь-
но, x ∈ [Cπ(m)] для некоторого m ∈M . Но это противоречит тому, что x ∈ ∩
{
[Cπ|Mi ] : i ∈ ω
}
.
Докажем теперь, что любая точка из [π(M)]\π(M) является ℓπ|M -точкой для Cπ|M . По тео-
реме 1.5 [π(M)] \ π(M) гомеоморфно βN \ N . Рассмотрим точку x ∈ [π(M)] \ π(M). Она
представима в виде ультрафильтра на π(M). По лемме 3.1 найдётся база этого ультрафиль-
тра Bx = {A} такая, что для любого A ∈ Bx множество GA имеет вид
GA =
{
Ct : t ∈ A
}
= Cπ|M \ CπA.
Рассмотрим центрированную систему множеств{
N \ CπA : A ∈ Bx
}
.
Очевидно, что система
{
N \CπA : A ∈ Bx
}
∪M′
π|M центрированная и, следовательно, являет-
ся π|M -центрированной. Дополним ее до максимальной π|M -центрированной системы η = {G}.
Покажем, что ∩
{
G∗ : G ∈ η
}
= x. Предположим противное. Пусть ∩
{
G∗ : G ∈ η
}
= y
и x 6= y. Но по первой части доказательства y ∈ [π(M)] и y, так же как и x, можно рассматри-
вать как ультрафильтр на π(M). Так как x 6= y, то существует F ∈ y такое, что π(M) \ F ∈ x.
Тогда найдётся A ∈ Bx такое, что A ⊆ π(M) \ F . Множество N \ CπA , с одной стороны, содер-
жится в η и, следовательно, y ∈ [N \CπA ], а с другой стороны, оно не пересекает GF , замыкание
которого является окрестностью точки y. Противоречие. 
Рассмотрим ряд других важных свойств ℓπ|M -точек.
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О п р е д е л е н и е 3.3. Для π, π′ ∈ T и M,M ′ ⊆ ω будем говорить, что Cπ′|M ′ строго
вписано в Cπ|M , если для каждого n
′ ∈M ′ найдётся n ∈M такое, что π(n) < π′(n′).
Т е о р е м а 3.3. Пусть множество Cπ|M приведённое и M счётно. Тогда
∩
{
[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
= [π(M)].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из того что [Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] ⊇ [π(M)] для всех Cπ′|M ′ строго
вписанных в Cπ|M , следует, что
∩
{
[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
⊇ [π(M)].
Докажем теперь, что любая точка x из
D = ∩
{
[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
также лежит в [π(M)]. Предположим противное.
Пусть x ∈ D\ [π(M)], Ox = [Cπ˜|M˜ \
⋃
i6n
Cπi ]— окрестность точки x такая, что Ox∩π(M) = ∅.
Рассмотрим множество (
Cπ|M ∩ Cπ˜|M˜
)
\
⋃
i6n
Cπi .
Элемент s ∈ N лежит в этом множестве тогда и только тогда, когда существуют n ∈ M
и n˜ ∈ M˜ такие, что π(n) 6 s и π˜(n˜) 6 s. Это означает, что π(n) и π˜(n˜) сравнимы (то
есть либо π˜(n˜) 6 π(n), либо π(n) < π˜(n˜)), а s, π(n) и π˜(n˜) не принадлежат
⋃
i6n
Cπi . Но так
как Ox ∩ π(M) = ∅, то пар n, n˜ таких, что π˜(n˜) 6 π(n) и π(n), π˜(n˜) /∈
⋃
i6n
Cπi нет. Положим
M ′ =
{
n′ : n′ ∈ M˜ и найдётся n ∈M такое, что π(n) < π˜(n′)
}
.
Из вышесказанного вытекает равенство(
Cπ|M ∩ Cπ˜|M˜
)
\
⋃
i6n
Cπi =
(
Cπ|M ∩ Cπ˜|M ′
)
\
⋃
i6n
Cπi
и это множество является окрестностью точки x. В свою очередь,(
Cπ|M ∩ Cπ˜|M ′
)
\
⋃
i6n
Cπi = Cπ˜|M ′ \
⋃
i6n
Cπi ⊆ Cπ˜|M ′ .
С одной стороны, x ∈ [Cπ˜|M ′ ], с другой стороны, Cπ˜|M ′ строго вписано в Cπ|M и, следова-
тельно, x ∈ [Cπ|M \ Cπ˜|M ′]. Противоречие. 
Из теорем 3.2 и 3.3 вытекает
С л е д с т в и е 3.1. Если множество Cπ|M приведённое и M счётно, то
[π(M)] \ π(M) =
{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
=
= ∩
{
[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
∩ (BN \N).
Множество всех ℓπ|M -точек для всех строгих антицепей π(M) обозначим через D. Теперь,
когда мы выделили уже три класса точек нароста, вновь возникает вопросы: есть ли в наросте
точки, отличные от u-, ℓ- и, теперь, ℓπ|M -точек? и может ли ℓπ|M -точка быть u- или ℓ-точкой?
Ответы дают следующие теоремы.
Т е о р е м а 3.4. Если A =
{
xi : i ∈ ω
}
⊆ BN \N состоит из ℓ-точек, то [A] не содер-
жит ℓπ|M -точек для всякой бесконечной строгой антицепи π(M).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, пусть x ∈ [A]— ℓπ|M -точка для бес-
конечной строгой антицепи π(M). Занумеруем все точки A, лежащие в [Cπ|M ], получим
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{
xij : j ∈ ω
}
. Рассмотрим xi0 . Так как xi0 — ℓ-точка, лежащая в [Cπ|M ], то по теореме 2.2 най-
дётся n0 ∈M , такое что xi0 ∈ [Cπ(n0)]. Пусть s0 — элемент сходящейся к xi0 цепи и dom s0 > n0.
Для xij аналогично найдётся nj ∈ M такое, что xij ∈ [Cπ(nj)]. Пусть sj — элемент сходя-
щейся к xij цепи и dom sj > max
{
dom sj−1, nj
}
. Обозначим
{
sj : j ∈ ω
}
= π′(M ′), при
этом из построения очевидно, что Cπ′|M ′ вписано в Cπ|M . Таким образом, x ∈ [Cπ|M \ Cπ′|M ′ ]
и [Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] ∩A = ∅, следовательно x /∈ [A]. 
Из доказанной теоремы и теоремы 2.5 вытекает следующее утверждение.
С л е д с т в и е 3.2. В BN \N есть точки не являющиеся ни u-, ни ℓ-, ни ℓπ|M -точками.
Т е о р е м а 3.5. Пусть D = π0(M0)— строгая антицепь. Тогда [D] \ D не содержит
ни u-, ни ℓ-точек.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, пусть найдётся x ∈ [D] \ D— u-точ-
ка. Рассмотрим Cπ′|M ′ строго вписанное в Cπ0|M0 , тогда по теореме 3.3 x ∈ [Cπ0|M0 \ Cπ′|M ′ ].
Но по определению u-точки существует база точки x, состоящая из множеств вида [Cπ|M ], и,
соответственно, найдётся Cπ′′|M ′′ такое, что x ∈ [Cπ′′|M ′′ ] ⊆ [Cπ0|M0 \ Cπ′|M ′ ]. Таким образом,
Cπ′′|M ′′ — строго вписано в Cπ0|M0 , а значит, x ∈ [Cπ0|M0 \ Cπ′′|M ′′ ]. Противоречие.
Предположим, что x ∈ [D] \ D— ℓ-точка. Найдётся n ∈ M0 такое, что x ∈ [Cπ0(n)].
Рассмотрим s—продолжение π0(n), лежащее в сходящейся к x цепи. Тогда с одной сторо-
ны x /∈ [Cπ|M \Cs], с другой стороны, Cs строго вписано в Cπ|M , а значит, [D] \D ⊆ [Cπ|M \Cs].
Противоречие. 
Обозначим множество всех ℓπ|M -точек для всевозможных бесконечных строгих антицепей
через D. Таким образом, можно сформулировать следующую теорему.
Т е о р е м а 3.6. В наросте BN \N пространства Белла есть точки, не лежащие в мно-
жестве L ∪U ∪D. Множества L, U и D не пересекаются.
Также упомянем следующий факт.
П р е д л о ж е н и е 3.1. Если x ∈ BN \ N — ℓ-точка и y ∈ BN \ N не ℓ-точка, то не
существует гомеоморфизма f : BN → BN , естественного на N , при котором f(x) = y.
Это следует из того, что при гомеоморфизме сходящаяся последовательность переходит в
сходящуюся последовательность. Таким образом, если такой гомеоморфизм найдётся, то y есть
предел сходящейся последовательности, а по теореме, доказанной А. Грызловым в [33], предел
некоторой цепи из N , то есть ℓ-точка.
Для u-точек можно усилить теорему 3.5.
О п р е д е л е н и е 3.4. Для A,B ⊆ N будем говорить, что множество A мажорируется
множеством B, если для всех s ∈ A найдётся t ∈ B такое, что t > s.
Т е о р е м а 3.7. В замыкании любого подмножества N , мажорируемого строгой анти-
цепью, нет u-точек.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть множество A ⊆ N мажори-
руется строгой антицепью π′(M ′) и x ∈ [A] \ A— u-точка. Тогда существует база точки x,
состоящая из множеств вида [Cπ|M ]. Таким образом, для любой окрестности Ox точки x най-
дутся π ∈ T и M ⊆ ω такие, что x ∈ [Cπ|M ] ⊆ Ox. Так как x ∈ [A] \ A, то |Cπ|M ∩ A| = ω.
Из вида множества Cπ|M следует, что если s ∈ Cπ|M , то для всех t > s выполняется t ∈ Cπ|M .
Тогда |Cπ|M ∩ π
′(M ′)| = ω, то есть x ∈ [π′(M ′)], что противоречит теореме 3.5. 
С л е д с т в и е 3.3. Замыкание объединения конечного числа антицепей из N не содер-
жит u-точек.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть D = ∪
{
Di : i 6 k
}
, где Di —
антицепь для всех i 6 k. И пусть x ∈ [D]— u-точка, тогда найдётся i 6 k такое, что x ∈ [Di].
Докажем, что любая антицепь мажорируется строгой антицепью. Пусть D′ =
{
ti : i ∈ ω
}
—
антицепь. Пусть t′0 = t0, а t
′
i —продолжение ti такое, что dom t
′
i > max(dom ti,dom t
′
i−1). Мно-
жество D˜ =
{
t′i : i ∈ ω
}
является строгой антицепью, мажорирующей антицепь D′, и по тео-
реме [Di] не содержит u-точек. Противоречие. 
З а м е ч а н и е 3.1. По теореме, доказанной А. Грызловым в [33], о том, что любое подмноже-
ство N , замыкание которого в BN гомеоморфно βω, и вышеуказанному следствию замыкание любого
подмножества N , гомеоморфное βω, не содержит u-точек.
Из определения ℓπ|M -точки следует, что множество{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
есть подмножество множества C∗
π|M = [Cπ|M ] \ Cπ|M . По теореме 3.2 имеем{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
= [π(M)] \ π(M).
Множество π(M) ∩ Cπ(n) состоит из одной точки π(n) для всякого n ∈ M . Поэтому если рас-
сматривать эти множества и операцию замыкания в пространстве βN , имеем
[π(M)] ∩ C∗π(n) = ∅ для всякого n ∈M,
следовательно, и [π(M)] ∩
[
∪
{
C∗
π(n) : n ∈M
}]
= ∅.
В пространстве BN ситуация совершенно другая: имеем
[π(M)] \ π(M) ⊆
[
∪
{
C∗π(n) : n ∈M
}]
,
что вытекает из следующих утверждений.
Л е м м а 3.2. Пусть x— ℓπ|M точка для некоторого Cπ|M и Cπ′|M ′ строго вписано
в Cπ|M . Тогда для всякой окрестности Ox точки x множество{
n ∈M |Ox ∩ (Cπ(n) \ Cπ′|M ′)| = ω
}
бесконечно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ox =
[
C
π˜|M˜
\
⋃
i6k
Cπi
]
. По теореме 3.2 x ∈ [π(M)] \ π(M)
и, следовательно, Ox ∩ π(M) бесконечно. Обозначим это бесконечное множество через
R =
{
n ∈M : π(n) ∈ Ox
}
.
Докажем теперь, что для всякого n ∈ R такого, что n > k + 1, где k взято из определе-
ния Ox =
[
C
π˜|M˜
\
⋃
i6k
Cπi
]
, выполняется следующее свойство:
Ox ∩ (Cπ(n) \ Cπ′|M ′) бесконечно.
Для этого построим по индукции бесконечную цепь
{
si : i ∈ ω
}
, лежащую в пересечении
Ox ∩ (Cπ(n) \ Cπ′|M ′),
где n ∈ R и n > k + 1.
Из того что n ∈ R, следует, что π(n) ∈ Ox∩(Cπ(n)\Cπ′|M ′). Пусть s0 = π(n)—база индукции.
Предположим, что мы построили sj. Построим теперь sj+1.
Так как n > k+1, то sj имеет не менее k+2 продолжений, что означает, что найдётся про-
должение sj+1, не лежащее ни в Cπi (i 6 k), ни в Cπ′|M ′ , а значит, лежащее в Ox∩(Cπ(n)\Cπ′|M ′).
Таким образом, мы показали, что Ox ∩ (Cπ(n) \ Cπ′|M ′) бесконечно.
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Так как это выполнено для любого n ∈ R, n > k + 1, а множество R в свою очередь
бесконечно, то множество
{
n : |Ox ∩ (Cπ(n) \ Cπ′|M ′)| = ω
}
бесконечно. Лемма доказана. 
С л е д с т в и е 3.4. Если множество Cπ|M приведённое и M счётно, то{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
=
= ∩
{ [
∪
{
C∗π(n) \ C
∗
π′|M ′ : n ∈M
}]
: Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 3.2 имеем{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
⊆
⊆ ∩
{ [
∪
{
C∗π(n) \ C
∗
π′|M ′ : n ∈M
}]
: Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
⊆
⊆ ∩
{
[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
.
По следствию 3.1
∩
{
[Cπ|M \ Cπ′|M ′ ] : Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M
}
=
{
x : x— ℓπ|M -точка для Cπ|M
}
.
Следствие доказано. 
Из теоремы 3.2 и следствия 3.4 вытекает
С л е д с т в и е 3.5. [π(M)] \ π(M) ⊆
[
∪
{
C∗
π(n) : n ∈M
}]
.
§ 4. Замыкания счётных подмножеств пространства Белла
Введём некоторые понятия.
О п р е д е л е н и е 4.1. Будем говорить, что t ∈ N является строгим продолжени-
ем s ∈ N , если s < t.
Приведём несколько утверждений, необходимых в дальнейшем.
Л е м м а 4.1. Если A =
{
tk : k ∈ ω
}
и B =
{
sk : k ∈ ω
}
— строгие антицепи, и sk есть
строгое продолжение tk, то [A] ∩ [B] = ∅.
Это напрямую вытекает из теоремы 3.3.
Л е м м а 4.2. Для всякой окрестности Ox = [Cπ|M ] u-точки x ∈ BN \ N найдётся
окрестность O′x = [Cπ′|M ′ ] этой точки такая, что Cπ′|M ′ строго вписано в Cπ|M .
Это следует из следствия 3.1 и того, что классы u- и ℓπ|M -точек не пересекаются.
Напомним известное свойство регулярного пространства.
Л е м м а 4.3. Пусть A =
{
xi : i ∈ ω
}
— счётное дискретное множество в регулярном
пространстве X. Тогда существует дизъюнктное семейство окрестностей
{
Oxi : i ∈ ω
}
.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Семейство окрестностей будем строить следующим образом.
Для x0 найдётся окрестность Ox0 и открытое множество U0 ⊇
[{
xi : i > 0
}]
, такие
что Ox0 ∩ U0 = ∅; это вытекает из того, что A—дискретное множество и X —регулярное
пространство.
Пусть мы построили окрестности для i 6 r (r ∈ ω), и Ur — окрестность множества[{
xi : i > r
}]
такая, что Oxr ∩ Ur = ∅. В силу регулярности пространства X и того, что A —
дискретное множество, найдутся O′xr+1 и U
′
r+1 ⊇
[{
xi : i > r+1
}]
такие, что Oxr+1 ∩Ur+1 = ∅.
Так как Ur — открытое множество, содержащее точку xr+1 и множество
[{
xi : i > r + 1
}]
, то
обозначим:
Oxr+1 = O
′
xr+1
∩ Ur и Ur+1 = U
′
r+1 ∩ Ur.
Таким образом, мы можем построить дизъюнктную систему окрестностей
{
Oxi : i ∈ ω
}
. 
Так как BN — нормальное пространство, то мы можем пользоваться этим свойством для
счётных дискретных его подмножеств.
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Т е о р е м а 4.1. Если F ⊆ BN \ N — счётное дискретное множество u-точек, то [F ]
гомеоморфно βN .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть
{
xn : n ∈ N
}
— счётное дискретное множество u-точек
и
{
Oxn : n ∈ N
}
—дизьюнктное семейство окрестностей этих точек. Поскольку точки xn
(n ∈ N) являются u-точками, будем считать, что Oxn = [Cπn|Mn ] для некоторого πn ∈ T
и Mn ⊆ ω.
Построим семейство множеств
{
M˜n : n ∈ N
}
и множество
{
π˜n : n ∈ N
}
, удовлетворяющие
следующим условиям:
i) семейство
{
M˜n : n ∈ N
}
дизьюнктно;
ii) C
π˜n|M˜n
⊆ Cπn|Mn ;
iii) xn ∈ [Cπ˜n|M˜n ] для всякого n ∈ N;
iv) для всякого n ∈ N существует числоmn ∈
{
0, . . . , 2n+1−1
}
такое, что M˜n ⊆ mn, гдеmn —
класс вычетов по mod 2n+1, определяемый числом mn.
Семейство
{
M˜n : n ∈ N
}
и множество
{
π˜n : n ∈ N
}
будем строить по индукции.
Рассмотрим Ox1 = [Cπ1|M1]. Пусть m1 —класс вычетов по mod 2
2 такой, что для M1 ∩m1
выполнено:
x ∈ [Cπ1|M1∩m1 ].
Положим M˜1 = M1 ∩m1, π˜1 = π1.
Пусть построены
{
M˜i : i 6 n
}
,
{
π˜i : i 6 n
}
. Построим M˜n+1 и π˜n+1.
Рассмотрим множество Cπn+1|Mn+1 . Построим последовательность
{
Kℓ ⊆ ω : ℓ 6 2
n+1
}
множеств и множество
{
ϕℓ ∈ T : ℓ 6 2
n+1
}
удовлетворяющие следующим условиям:
— xn+1 ∈ [Cϕℓ|Kℓ] для всякого ℓ 6 2
n+1;
— Cϕℓ+1|Kℓ+1 строго вписано в Cϕℓ|Kℓ для всякого ℓ 6 2
n+1 − 1.
Второе условие означает, что для всякого ℓ 6 2n+1 − 1 и всякого j ∈ Kℓ+1 найдётся k(j) ∈ Kℓ
такое, что j > k(j) и ϕℓ+1(j) является строгим продолжением ϕℓ(k(j)).
Положим ϕ0 = πn+1, K0 = Mn+1. Пусть для r < 2
n+1 построено семейство
{
Cϕℓ|Kℓ : ℓ 6 r
}
.
Построим Kr+1 и ϕr+1. Так как xn+1 есть u-точка, по лемме 4.2 для множества Cϕr |Kr най-
дётся ϕr+1 ∈ T и Kr+1 ⊆ ω такие, что xn ∈ [Cϕr+1|Kr+1] и Cϕr+1|Kr+1 строго вписано в Cϕr |Kr .
Тогда для всякого j ∈ Kr+1 найдётся k(j) ∈ Kr такое, что j > k(j) и ϕr+1(j) есть строгое
продолжение ϕr(k(j)).
Проведя это построение вплоть до ℓ = 2n+1, получим множество K2n+1 ⊆ ω и функ-
цию ϕ2n+1 ∈ T такие, что:
(a) xn+1 ∈ [Cϕ
2n+1
|K
2n+1
];
(b) Cϕ
2n+1
|K
2n+1
строго вписано в Cϕ0|K0 ;
(c) для всякого j ∈ K2n+1 найдётся k ∈ K0 такое, что j > k + 2
n+1 и ϕ2n+1(j) есть строгое
продолжение ϕ0(k).
Напомним, что ϕ0 = πn+1 и K0 = Mn+1. Пусть m ∈ {0, 1, . . . , 2
n+1−1} такое, что для класса
вычетов m по mod 2n+1 выполнено:
xn+1 ∈ Cϕ
2n+1
|K
2n+1
∩m.
Обозначим K ′ = K2n+1 ∩m.
Рассмотрим произвольное j ∈ K ′. По свойству (c) найдётся k(j) ∈ K0 такое, что будет
выполнено неравенство j > k(j) + 2n+1 и ϕ2n+1(j) есть строгое продолжение ϕ0(k(j)). Так
как j ∈ K2n+1 ∩m, то j = 2
n+1p+m для некоторого p ∈ ω.
73
Рассмотрим число 2n+1(p− 1) +m. Для чисел j, k(j) и 2n+1(p + 1) +m выполняется нера-
венство
k(j) 6 2n+1(p− 1) +m < 2n+1p+m = j.
Для множества Σ =
{
2n+1(p−1)+m+1, . . . , 2n+1p+m
}
справедливы следующие утверждения:
— Σ ∩K состоит из точки 2n+1p+m;
— Σ \ ∪
{
M˜i : i = 1, . . . , n} 6= ∅.
Последнее условие следует из условия iv), что проверяется несложными вычислениями.
Отсюда следует, что мы можем выбрать число ℓ(j) такое, что
ℓ(j) ∈ Σ \ ∪
{
M˜i : i = 1, . . . , n
}
.
Из построения следует, что ℓ(j) 6= ℓ(j′) для различных j, j′ ∈ K ′, имеем также
k(j) < ℓ(j) 6 j.
Из этого неравенства следует, что ϕ2n+2(j) есть продолжение ϕ2n+1(ℓ(j)) и, с другой стороны,
ϕ2n+1(ℓ(j)) есть продолжение ϕ0(k(j)) = πn+1(k(j)). А отсюда следует, что
(∗) Cϕ
2n+1
(ℓ(j)) ⊇ Cϕ
2n+1
(j) и Cϕ
2n+1
(ℓ(j)) ⊆ Cπn+1(k(j)).
Обозначим K ′′ =
{
ℓ(j) : j ∈ K ′
}
. Из (∗) имеем Cϕ
2n+1
|K ′′ ⊇ Cϕ
2n+1
|K ′ и, следовательно,
xn+1 ∈ [Cϕ
2n+1
|K ′′ ], с другой стороны, Cϕ
2n+1
|K ′′ ⊆ Cπn+1|Mn+1 .
Из построения следует также, что K ′′ ∩
(
∪
{
M˜i : i 6 n
})
= ∅. Таким образом, K ′′ и ϕ2n+1
удовлетворяют условиям i)–iii). Пусть q ∈
{
0, . . . , 2n+2 − 1
}
такое, что для класса вычетов q
по mod 2n+2 выполнено x ∈ [Cπ
2n+1
|K ′′∩ q]. Положим K
′′ ∩ q = M˜n+1 и ϕ2n+1 = π˜n+1.
Таким образом, мы построили множество M˜n+1 и отображение π˜n+1 так, что{
M˜i : i = 1, . . . , n, n + 1
}
и
{
π˜i : i = 1, . . . , n, n+ 1
}
удовлетворяют условиям i)–iv).
Итак, мы построили семейство окрестностей
{
O˜xn : n ∈ N
}
точек
{
xn : n ∈ N
}
,
где O˜xn = [Cπ˜n|M˜n ]. В силу условий i)–iii) имеем, что для любых подмножеств F , Φ таких,
что F,Φ ⊆
{
xn : n ∈ N
}
, F ∩ Φ = ∅,[
∪
{
O˜xn : xn ∈ F
}]
∩
[
∪
{
O˜xn : xn ∈ Φ
}]
= ∅
и, следовательно, [F ]∩ [Φ] = ∅. Отсюда следует, что
[{
xn : n = 1, 2, . . .
}]
гомеоморфно βN . 
Т е о р е м а 4.2. Пусть A =
{
xi : xi ∈ Ffi , i ∈ ω
}
⊆ BN \N такое, что fi 6= fj (i 6= j),
то найдётся A′ ⊆ A такое, что [A′] гомеоморфно βω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ [A] \ A и f ∈ P такое, что x ∈ Ff . Рассмотрим
систему окрестностей
{
[Cf |n ] : n ∈ ω
}
точки x. Так как x ∈ [A] \ A, то для любого n ∈ ω
следует, что |[Cf |n ∩ A]| = ω. Но из строения множества A следует, что |Ff ∩ A| = 1. Тогда
найдётся бесконечное I ⊆ ω такое, что |[Cf |n \ Cf |n+1 ] ∩ A| 6= ∅ для n ∈ I. Для каждого n ∈ I
зафиксируем yn ∈ A из [Cf |n\Cf |n+1 ]. Таким образом, можно построить строгую антицепь π(M)
такую, что yn ∈ [Cπ(n)], из чего следует, что
[{
yn : n ∈ ω
}]
гомеоморфно βω. 
С л е д с т в и е 4.1. Из любого множества ℓ-точек можно выделить подмножество,
замыкание которого гомеоморфно βω.
Это следует из того факта, что для любого f ∈ P множество Ff содержит единствен-
ную ℓ-точку.
П р и м е р 4.1. Множество в BN \N , являющееся сходящейся последовательностью.
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Рассмотрим семейство
{
Dn : n ∈ ω
}
строгих антицепей Dn =
{
tnk : k ∈ ω
}
таких, что tn+1k
есть строгое продолжение tnk для всяких n ∈ ω и k ∈ ω. Пусть ξ = {F}— свободный ультра-
фильтр на ω, то есть ξ ∈ βω \ ω. Для всяких F ∈ ξ и n ∈ ω обозначим Fn =
{
tnk : k ∈ F
}
.
Тогда ξn =
{
Fn : F ∈ ξ
}
является свободным ультрафильтром на множестве Dn. Обозна-
чим ξn = ∩
{
[Fn] : Fn ∈ ξn
}
. Имеем ξn ∈ [Dn] \Dn и [Dn] гомеоморфно βω по теореме 1.5.
Заметим, что по лемме 4.1 следует, что ξn 6= ξm для n,m ∈ ω, n 6= m.
I. Покажем, что последовательность
{
ξn : n ∈ ω
}
является сходящейся. Пусть y ∈ BN \N —
предельная точка для множества
{
ξn : n ∈ ω
}
и Oy =
[
Cπ|M \
⋃
i6n
Cπi
]
—базисная окрестность
точки y. Тогда множество Oy ∩
{
ξn : n ∈ ω
}
бесконечно. Рассмотрим некоторое ξn ∈ Oy. Так
как ξn — ультрафильтр на множестве Dn, найдётся Fn ∈ ξn, Fn ⊆ Dn, такое, что Fn\Oy конечно,
следовательно, Fn\
(
Cπ|M\
⋃
i6n
Cπi
)
конечно. Отсюда множества Fn\Cπ|M и Fn∩
( ⋃
i6n
Cπi
)
конечны
(на самом деле, найдётся Fn ∈ ξn такое, что Fn ⊆ Cπ|M и Fn ∩
( ⋃
i6n
Cπi
)
= ∅).
Покажем, что для любого m ∈ ω, m > n выполняется ξm ∈ Oy. По определению,
ξm = {Fm}— ультрафильтр на Dm. Предположим, что ξm /∈ Oy. Тогда найдётся F
′
m ∈ ξm,
F ′m ⊆ Fm такое, что F
′
m∩
(
Cπ|M \
⋃
i6n
Cπi
)
конечно; в противном случае множество
(
Cπ|M \
⋃
i6n
Cπi
)
есть элемент ультрафильтра ξm и следовательно ξm ∈ Oy.
Так как F ′m ⊆ Fm и Fm \ Cπ|M конечно, то F
′
m \ Cπ|M тоже конечно. Но тогда F
′
m \
⋃
i6n
Cπi
конечно. Так как y—предельная точка для
{
ξn : n ∈ ω
}
, найдётся m′ ∈ ω, m′ < m такое,
что ξm′ ∈ Oy. Рассмотрим множество F
′
m′ =
{
tm
′
k : t
m
k ∈ F
′
m
}
. По определению, tm
′
k есть строгое
продолжение tmk , и поскольку F
′
m ⊆
⋃
i6n
Cπi , за исключением, быть может, конечного числа
точек, получаем, что F ′m′ \
⋃
i6n
Cπi конечно. Но тогда F
′
m′ ∩
(
Cπ|M \
⋃
i6n
Cπi
)
= F ′m′ ∩Oy конечно,
что противоречит тому, что ξm′ ∈ Oy.
Таким образом, мы показали, что
{
ξn : n ∈ ω
}
сходится к точке y; обозначим этот пре-
дел ξ = y = lim
n→∞
ξn. Заметим, что всякая ξn есть ℓπ|M -точка.
II. Докажем ещё несколько интересных свойств построенного множества. Обозначим
R =
{
ξ : ξ ∈ βω \ ω
}
. Покажем, что точка ξ не является ℓ-точкой. Действительно,
ξ ∈
[
∪
{
Ct0
k
: k ∈ ω
}]
, где
{
t0k : k ∈ ω
}
= D0 и ξ /∈ [Ct0
k
] для всех k ∈ ω. По теореме 2.2
ξ не является ℓ-точкой.
Рассмотрим произвольное k ∈ ω и множество Qk =
{
tnk : n ∈ ω
}
. Это множество является
цепью, и следовательно, |[Qk] \ Qk| = 1, то есть Qk =
{
tnk : n ∈ ω
}
является сходящейся
последовательностью в BN ; пусть qk = lim
n→∞
tnk .
Рассмотрим множество
{
qk : k ∈ ω
}
. Докажем, что
[{
qk : k ∈ ω
}]
гомеоморфно βω.
Рассмотрим семейство множеств
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}
. Имеем qk ∈ [Ctk
k
] для всякого k ∈ ω, и множе-
ство ∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}
есть элемент булевой алгебры B.
По теореме 1.5 получаем, что
[{
qk : k ∈ ω
}]
гомеоморфно βω.
Покажем,что
[{
qk : k ∈ ω
}]
∩
{
ξ : ξ ∈ βω \ ω
}
= ∅. По построению, выполнено включение[{
qk : k ∈ ω
}]
⊆
[
∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}]
. Покажем, что для всякого ξ = lim
m→∞
ξm (ξ ∈ βω \ ω) выпол-
няется ξ /∈
[
∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}]
. Действительно, для всякого m ∈ ω имеем ξm /∈
[
∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}]
,
так как ∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}
∩Dm =
{
tmn : n 6 m
}
. Так как множество
[
∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}]
открыто-
замкнуто в BN и ξ = lim
n→∞
ξn, то ξ /∈
[
∪
{
Ctk
k
: k ∈ ω
}]
.
Известным фактом является то, что в βω нет точек со счётным характером. Для простран-
ства Белла ситуация аналогична.
Т е о р е м а 4.3. В BN \N нет точек со счётным характером.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, пусть x ∈ BN \ N и
{
Ui : i ∈ ω
}
—
база точки x. Тогда легко построить последовательность точек из N , сходящуюся к x, и по тео-
реме, доказанной А. Грызловым в [33], x— ℓ-точка. Тогда существует база
{
Oi : i ∈ ω
}
точки x
состоящая из множеств вида
[
N \
⋃
j6k
Cπj
]
.
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Для каждого Oi найдётся si ∈ N такое, что x /∈ [Csi ] ⊆ Oi. Для полученного множе-
ства
{
si : i ∈ ω
}
пусть s′1 = s1, s
′
i —продолжение si, такое что dom s
′
i > dom s
′
i−1. Рассмотрим π
такое, что x /∈ [Cπ], и построим π
′:
π′ =
{
s′i, если n = dom s
′
i,
π(n), иначе.
Очевидно, что [N \ Cπ′ ]— окрестность точки x и Oi \ [N \ Cπ′ ] 6= ∅ для всех i ∈ ω, что проти-
воречит тому, что
{
Oi : i ∈ ω
}
— база точки x. 
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